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Tiivistelmä
Tämän tutkimuksen keskiössä oli kaksi ilmiötä: tesselaatioon nojautuva kuvatai-
teeseen integroitu perusopetuksen 5.-6. luokan geometrian oppimisympäristö sekä 
5.-9.-luokkalaisten geometrisen tiedon omaksuminen ja geometrinen ajattelu. 
Tutkimukseni teoreettinen viitekehys rakentuu geometrian opetuksen ja oppimisen 
pedagogisiin linjauksiin sekä van Hielen geometrisen ajattelun kehitysteoriaan. 
Päähuomio kohdistetaan geometrian opetuksen kehittämishankkeeseen, jota to-
teutettiin perusopetuksessa 2002-2015. Tämä uudentyyppinen opetuskokonaisuus 
ohjaa oppilaita aikaisempaa osallistavampaan matematiikkaan.
Tutkimukseni tavoitteena on a) kehittää ja kuvata toiminnallinen ja ongelmalähtöi-
nen tesselaatioon nojautuva geometrian ja kuvataiteen integroitu oppimisympäristö, 
niin sanottu Laatoitusprojekti, peruskoulun 5.–6. luokalla, b) selvittää Laatoitusprojek-
tiin osallistuneiden oppilaiden geometrista tietämystä ja sen tukemista sekä tarkastella 
5.–9.-luokkalaisten geometrisen ajattelun van Hielen teorian mukaista kehitystasoa 
eri tutkimusvuosina sekä c) selvittää Laatoitusprojektin onnistuneisuutta mukana 
olleiden oppilaiden ja opettajien arvioimana.
Tutkimus on luonteeltaan toimintatutkimus ja sitä varten kehitettiin peruskoulun 
5.-6.-luokkalaisille geometrista ajattelua sekä vuorovaikutteisuutta ja luovuutta 
tukeva oppimisympäristö, jonka tavoitteena oli myös vahvistaa erilaisten oppilai-
den osallisuuden kokemuksia. Opetuksessa pääongelmaksi määriteltiin seuraava 
tesselaatioon nojautuva kysymys: Minkä muotoiset keskenään samanlaiset laatat 
voidaan sovittaa toisiinsa siten, että vapaa tasopinta peittyy aukottomasti ja ilman 
päällekkäisyyttä? Tutkimuksen empiirisessä osassa tarkasteltiin oppilaiden toi-
mintaa ja geometrisen ajattelun ilmenemistä Laatoitusprojektin ongelmatehtävien 
ratkaisuissa. 
Kvalitatiivista tutkimusaineistoa kerättiin projektityöskentelyn aikana havain-
noimalla ja kuvaamalla luokkatilanteita. Kvantitatiivista tutkimusaineistoa saatiin 
projektin alussa suoritetulla geometrian osaamista mittaavalla lähtötasotestillä ja 
lopussa suoritetulla geometrian testillä. Geometrian testiin osallistuivat vuosina 
2005 ja 2006 kaikki ala- ja yläkoulun tutkimushenkilöt. Geometrian testissä oli 
kolme osiota, joiden avulla tarkasteltiin oppilaan geometrisen ajattelun van Hielen 
tasoa. Osiossa G1 selvitettiin geometristen tasokuvioiden tunnistamista, osiossa G2 
kuvioiden ominaisuuksia ja osiossa G3 kuvioiden järjestämistä. Näillä osioilla oli 
perusteltu yhteys van Hielen teoriaan. Projektityön päättyessä oppilaat kuvailivat 
kokemuksiaan itsearvioinnin avulla. 
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Tuloksia tarkasteltiin monimenetelmällisesti. Kvalitatiiviset menetelmät toimivat 
käytännön opetustilanteiden syvällisessä tutkimisessa sekä oppilaiden ja opettajien 
suorittamissa arvioinneissa. Kvantitatiivisia menetelmiä käytettiin geometrian testi-
suoritusten tilastollisten merkitsevyyksien selvittämisessä. Tutkimusaineisto kaikille 
tutkimushenkilöille suunnatun geometrian testin osalta analysoitiin käyttämällä 
ristiintaulukointia, frekvenssitaulukoita ja t-testiä sekä luokittelemalla oppilaat van 
Hielen kehitystasoille hyödyntäen aikaisempien tutkimusten pohjalta laadittuja kri-
teerejä. Toimintatutkimuksellisen otteen ja teoriasidonnaisen sisältöanalyysin avulla 
analysoitiin ja tulkittiin oppilaiden arviointeja Laatoitusprojektista, oppitunteja ja 
niistä taltioituja videoita ja digitaalisia kuvia sekä tutkijan tutkimuspäiväkirjaa. Tut-
kimuksessa mukana olleiden opettajien arviointi perustui tutkija-opettajan kanssa 
käytyihin palautekeskusteluihin. 
Laatoitusprojektin yhteydessä tehtyjen geometrian lähtötasotestien perusteella 
oppilaiden geometrian taitojen harjaantuminen ilmeni iän ja oppimisen myötä. 
Projektiin osallistuneilla oppilailla oli tulosten perusteella rinnakkaisluokkia laajem-
pi geometrinen tietämys. Geometrian kaikille tutkimushenkilöille suunnattu testi 
osoitti molempina tutkimusvuosina, että Laatoitusprojektiin osallistuneilla oppi-
lailla oli luokkatasoonsa nähden paremmat tiedot kuin verrokkiryhmien oppilailla. 
Matemaattis-luonnontiedepainotteisten (”Luma”) luokkien oppilaat menestyivät 
yläkoulussa myös molempina tutkimusvuosina verrokkiryhmiä paremmin.
Tämän tutkimuksen kohteena olleiden 11-12-vuotiaiden oppilaiden geometri-
nen ajattelu kohdentui erityisesti tunnistamisen tasolle vH1. Geometrisen ajattelun 
kehittyminen tässä tutkimuksessa eri tutkimusvuosien aikana ilmeni pääasiassa 
siirtymisenä alimmalta tasolta vH0 tunnistamisen tasolle vH1. Tutkimustulokset 
kaikkien geometrian testiin 2003 (N=39), 2005 (N=200) ja 2006 (N=184) osallis-
tuneiden perusopetuksen 11-16-vuotiaiden oppilaiden osalta myötäilevät vastaavia 
kansallisia ja kansainvälisiä tutkimustuloksia, joissa geometrinen ajattelu ilmenee 
tuossa ikävaiheessa tasoilla 1, 2 ja 3. Tulosten voidaan tulkita vahvistavan van Hielen 
kehitysteoriaa, jonka mukaan peruskouluikäisten geometrinen ajattelu on konk-
reettista ja painottuu visuaaliseen havainnointiin. Oppilaat osaavat näin yleisimmät 
geometriset käsitteet ja päättelevät ne suurelta osin näköhavaintojensa perusteella. 
Oppilaat kokivat projektityöskentelyn kehittävän yhteistyötaitoja ja vahvistavan 
onnistumisen ja osallisuuden kokemuksia. Toiminnallinen ja ongelmalähtöinen 
geometrian oppimisympäristö edisti oppilaiden käsitteellistä ymmärrystä. Keskeis-
tä tulkinnoissa oli oppimisympäristön turvallisuus ja omaan kokemusmaailmaan 
nivoutuminen. Opetuksen integrointi kuvataiteeseen vahvisti oppilaiden kokemuk-
sellista oppimista sekä luovuuden ilmenemistä. Parhaimman tuloksen integroinnin 
onnistumisesta antoivat ”The Art of Tessellations” -näyttelyt, joissa oppilaiden ne-
liölaatan pohjalta luomat yksilölliset ja kauniit kuvataideteokset herättivät katsojissa 
mielenkiintoa. 
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Opettajille Laatoitusprojekti tarjoaa haasteen uuden opetussuunnitelman mu-
kaiseen toiminnalliseen, luovuutta korostavaan ja oppiaineiden rajat ylittävään 
projektityöskentelyyn sekä yleisopetuksen eriyttävään oppimisympäristöön. Projek-
tityöskentelyn aikana keskusteltiin säännöllisesti töiden etenemisestä sekä pohdittiin 
eri ratkaisumallien mahdollisuuksia yksilö- ja ryhmätyön näkökulmista. Geometrian 
opetus tesselaation viitekehyksessä on perusteltua toiminnallisen ja ongelmalähtöisen 
kuvataiteeseen integroidun Laatoitusprojektin kontekstissa. Oppimisympäristön 
toteuttamisessa tulisi varata riittävästi aikaa toimintaan ja yhteiseen reflektioon sekä 
mahdollisuus kaikin tavoin tukea oppilaiden erilaisuutta. 
Avainsanat: geometria, van Hiele, geometrinen ajattelu, luovuus geometriassa, op-
pimisympäristö, tesselaatio
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Abstract
Sirkku Korkatti
Geometry by Tiling? Geometric Thinking based on van Hiele’s Theory and a Tiling 
Project of Tessellations in Basic Education 
The study focused on two phenomena: (1) on a geometry learning environment that 
was based on tessellations and integrated with art education focusing on the fifth 
and sixth grades and (2) on the learning of geometric information and geometric 
thinking in 5th–9th -graders. The theoretical framework leaned on geometry teaching 
and pedagogical guidelines of learning as well as on van Hiele’s theory of the devel-
opment in geometric thinking. The main attention was paid on the developmental 
project of geometry teaching that was implemented in basic education in 2002–2015. 
This new kind of teaching entity introduced student with more participatory math 
education than before. 
The purpose of this study is (a) to develop and describe an action-oriented and 
problem-based learning environment, the so-called Tiling Project, integrating ge-
ometry and art education and leaning on tessellations at the fifth and sixth grades 
of Finnish basic education; (b) to chart the geometric knowledge of those students 
who participated in the Tiling Project and how it could be supported, as well as to 
analyze the van Hiele levels in 5th–9th –graders during the research years; and (c) to 
analyze the outcomes of the Tiling Project as described by students and teachers 
participating in it.
The study was an action research during which a learning environment was 
developed and implemented among fifth- and sixth-graders of basic education. 
The learning environment was to support their geometric thinking as well as their 
interaction, creativity, and experiences of participation. The main task in teaching 
was the following question about tessellations: Which kinds of similar tiles can be 
arranged together so that the open surface will be covered completely without gaps 
and without overlaps? The empirical part of the study observed and analyzed students’ 
action and their geometric thinking when solving tasks during the Tiling Project. 
The qualitative research data were collected during the project by observing and 
filming classroom situations. The quantitative data were obtained by initial measure-
ments of students’ geometric knowledge and by a geometry test after the project. In 
2005 and 2006, all research participants from elementary and middle school took 
the geometry test. It consisted of three sections that helped determine the van Hiele 
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levels of geometric thinking in students. The section G1 measured how well students 
could recognize geometric shapes, the section G2 included characteristics of various 
shapes, and the section G3 the hierarchy of shapes. The sections had a reasoned basis 
on the van Hiele’s theory. After the project, students described their experiences with 
self-assessment forms. 
The results were analyzed with a mixed-methods approach. Qualitative methods 
provided information about practical teaching situations and student and teacher 
evaluations. Quantitative methods were used for analyzing statistical significances 
in students’ geometric tests. Analyzing methods included cross-tabulations, frequen-
cies, and t-tests. Students’ van Hiele levels were found by applying criteria used in 
previous studies. The action research approach and theory-based content analyzing 
methods provided analyses and interpretations of student evaluations, lessons and 
videos and digital photos of the lessons, and the researcher’s diary. Teachers’ evalu-
ations of the Tiling Project were obtained through feedback conversations with the 
teacher-researcher. 
Based on the initial measurements, students developed in geometry skills along 
with age and learning during the Tiling Project. According to the results, student 
who participated in the project had wider geometric knowledge than students in 
their parallel grades. The geometry test that all research participants took in both 
research years showed that students who participated in the Tiling Project had better 
knowledge in consideration of their grade and compared to their comparison group. In 
addition, students in the so-called Luma grades that participated in a developmental 
project of math and natural science teaching in middle school performed better than 
their comparison groups in both research years.
The geometric thinking of students aged between 11–12 years in this study 
presented especially the level of geometric recognition vH1. The development of 
geometric thinking in this study during different research years appeared mainly as 
progress from the lowest level vH0 to the level vH1. The research results of all students 
aged between 11–16 years who participated in the geometry test in 2003 (N=39), 
2005 (N=200), and 2006 (N=184) were consistent with national and international 
findings according to which the geometric thinking of children of that age represents 
levels 1, 2, and 3. The results can also be interpreted to confirm van Hiele’s theory 
according to which geometric thinking is concrete and based on visual observations. 
Students knew the most common geometric concepts and concluded them mainly 
based on their visual observations. 
Students reported that the project work had developed their collaboration skills 
and strengthened their experiences of success and participation. The action-oriented 
and problem-based geometric learning environment had promoted students’ con-
ceptual understanding. The safety of the learning environment and connection with 
their concrete experiences were considered important. Integration with art educa-
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tion had supported students’ experiential learning and expressions of creativity. The 
best manifestations of the success were “The Art of Tessellations” exhibitions where 
students’ personal and beautiful works of art that were made on a square surface 
ignited interest in audience. 
For teachers, the Tiling Project presented a challenge of taking part in an action-
oriented, creativity-emphasizing, and cross-curriculum project work that follows 
the idea of the new national core curriculum for basic education. It also represented 
a segregating learning environment within general education. During the project, 
teachers discussed regularly about the progress of work and analyzed the possibili-
ties of various solutions from the perspectives of individual working and team work. 
Geometry teaching in the tessellations framework that integrates art education is 
justified within the context of action-oriented and problem-based context of the Til-
ing Project. When implementing the learning environment, it is important to have 
sufficiently time for activities and joint reflection, and for opportunities to support 
various learners. 
Key words: geometry, van Hiele, geometric thinking, creativity in geometry, learning 
environment, tessellation
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Esipuhe
Tämän väitöskirjani aikainen tutkimusmatka työn aloituksesta tähän päivään on 
ollut valtaisa kokemus elämässäni. Tuo matka on syventänyt ymmärrystäni elämästä, 
läheisistä, unelmista, työstä ja periksi antamattomuudesta. Alku tälle matkalle alkoi 
Lapin korkeakoulussa matemaattisten aineiden pedagogisten opintojen yhteydessä. 
Loppuvaihe toteutuu samassa kaupungissa Lapin yliopistossa, jossa tutkijan tieni 
vahvistui väitöskirjan lumossa. Luokanopettajaopinnoista asti rohkenin puhua ääneen 
unelmastani opettaa matematiikkaa alakoulussa. Olin onnekas saadessani professori 
Tapio Kerannolta haasteen geometrian opetuksen tutkimukseen. Noista hetkistä 
aloin rakentamaan unelmastani totta tutkimustyöllä, joka välillä imaisi minut kuin 
irti arjesta. Monipuolinen työ opettajana ja ison perheen äitinä palauttivat minut 
kuitenkin aina todellisuuteen. Tutkimusprosessin aikana olen saanut tukea monelta 
taholta. Tärkeimmäksi tiedeyhteisön tukihenkilöksi on noussut väitöskirjatyöni 
ohjaaja professori Kaarina Määttä. Hänen ansiostaan rohkenin jatkaa tutkimus-
työtäni elämäni suuressa muutostilanteessa. Kaarina Määtän kannustava ja aitoa 
välittämistä edustava ohjausote edesauttoivat työni saattamisessa valmiiksi. Kiitos 
kaikille professori Määtän tohtoriseminaarin jäsenille siitä taidosta, jolla olette 
minua tukeneet ja ymmärtäneet. Eräiden kanssa sain solmittua merkityksellisen 
ystävyyssuhteen, joka on kantanut näihin päiviin saakka. Erityisesti Maija, olit paras 
tukihenkilö, joka omalla kokemuksellasi opastit minua tutkimusprosessin aikana 
ja valmistit tuleviin tapahtumiin. Kiitos ystävyydestäsi! Lämmin kiitos joustavasta 
tuesta työni ohjauksessa aloitusvuosina kuuluu myös professori Tapio Kerannolle. 
Matemaattisen kasvatuksen tutkimusryhmässä työskentely vuosina 2006–2009 oli 
vahva kivijalka, joka säilytti työssäni tuntuman todellisuuteen. Professori Harry 
Silfverbergia ja dosentti Esa-Matti Järvistä kiitän työni kriittisestä ja rakentavasta 
esitarkastuksesta. Esitarkastuksen jälkeen sain uutta voimaa ja sisuakin kirjoittaa 
käsikirjoitukseen parannuksia. Apulaisprofessori Satu Uusiauttia kiitän työni oiko-
luvusta ja julkaisukoordinaattori Paula Kassista kansien suunnittelutyön ohjauksesta 
taideopiskelijoille sekä taittoa edeltäneistä muutoksista. Käytännön tutkimustyössä 
olen saanut apua mukana olleiden koulujen rehtoreilta, opettajilta sekä kaikilta 
näiden vuosien aikaisten työyhteisöjeni jäseniltä. Teidän kannustava suhtautumi-
senne työni toteuttamisessa, antoi minulle rohkeutta jatkaa alkamaani kenttätyötä 
silloinkin, kun oma usko työhöni oli hiipumassa. Kiitän myös sivistysjohtaja Ahti 
Karvosta ja Haapaveden kaupungilta saamaani tukea projektieni toteutuksessa. 
Suurin kiitos koulukonteksteissa kuuluu kuitenkin niille lukuisille oppilaille, jotka 
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olivat innolla mukana toteuttamassa kutakin Laatoitusprojekti-oppimisympäristöä 
ja osallistuivat monipuolisen tutkimusaineistoni hankintaan. He tekivät tästä työstä 
mahdollisen. Oppilaiden kanssa koetut yhteiset hetket ja tutkimusvaiheet antoivat 
minulle vahvistusta tähän työhöni liittyvään alkuvoimaan: rakkaudesta matematiikkaan 
ja intohimosta kuvataiteeseen. Omassa elämässäni kantavin voima on ollut rakkaan 
perheeni myönteinen suhtautuminen tutkimustyöhöni ja sopeutuminen sen tuomiin 
muutoksiin. Yhdessä ratkaisimme monet elämän arkiset ongelmat, jotka kohtasivat 
meitä vuosien varrella, uppoutuessani geometrian ihmeelliseen maailmaan. Ilman 
teitä en olisi kasvanut ihmiseksi, joka nyt olen. Teille kaikille näissä elämäni vaiheissa 
mukana olleille nöyrä kiitokseni siitä, että olette tukeneet minua.
Elbert Hubbardia mukaellen omistan tämän työni teille rakkaat lapseni Janne, 
Johanna, Susanna, Satu, Julia, Johannes ja Jeremias:
”Tarvitsemme jonkun, joka uskoo meihin.
Ystäväni on se, joka tunnistaa hyvän minussa.”
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1 Johdanto 
Minkä muotoisilla keskenään samanlaisilla laatoilla voidaan peittää taso aukottomasti 
ja ilman päällekkäisyyttä?
Tuosta kysymyksestä muodostui minulle vuonna 2002 keskeinen tutkimusteh-
tävä, jota olen sittemmin prosessoinut tämän väitöskirjatyön valmistumiseen asti. 
Vastauksen löytäminen asetettuun kysymykseen edellyttää tasogeometrista tietoa, 
loogista päättelykykyä, visuaalista hahmottamista ja luovuutta. Matemaattisten 
aineiden opettajana olen kokenut esiin tulleet ongelmat aina haasteeksi. Luovuus 
merkitsee minulle luokanopettajana ja tutkijana uskallusta esittää uusia ajatuksia, 
raivata polkuja sinnekin, minkä monet näkevät mahdottomana. Oma elämänpolkuni 
on sekin yllättänyt haasteillaan ja pitkittänyt tämän työni valmistumista. Kuitenkin 
rakkauteni matematiikkaan sekä intohimoni kuvataiteeseen synnyttivät tarpeen 
yhdistää nämä kaksi tärkeää elämässäni suuntaa antanutta tiedonalaa ja saada tutki-
mukseni valmiiksi. Öljyvärimaalaus kohdennettuna niinkin herkkään aiheeseen kuin 
oman lapsen muotokuva, vaatii mielestäni yhtä paljon keskittymistä kuin tieteellisen 
väitöskirjatyön prosessointi. Yhteistä näille on rakkaus kohteeseen ja se voima, jonka 
tuo rakkaus synnyttää. 
Luokanopettajaksi kouluttautumisvuosinani pohdiskelin aihetta pro gradu -työl-
leni, ja matematiikan didaktiikan professori Tapio Keranto esitteli minulle tuolloin 
geometrian laatoitusideaa. Noina vuosina aloittamani oppimisympäristötutkimus 
toimi tämän työn innoittajana – kutsun sitä esitutkimukseksi – ja hyödynnän tar-
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vittaessa sen tuloksia. Taustalta löytyi toki vielä eräs vaikuttava tekijä, joka liittyy 
toimintaani rakennusalan perheyrityksessä usean vuosikymmenen aikana. Rakenta-
minen kaikissa muodoissaan saa alkulähteensä kreikkalaisesta geometriasta. Noista 
lähtökohdista käynnistin tutkimukseni vuonna 2002 tavoitteena erilaisen ja elävän 
matematiikan projektityön kehittäminen. Koen olleeni jo tuolloin oikealla tiellä 
prosessoidessani ”Laatoitusprojektiksi” nimittämääni oppimisympäristöä. Ymmärsin 
tuon oppimisympäristön tarjoavan mahdollisuuden laaja-alaiseen matemaattiseen 
pohdintaan, asetettujen ongelmien ratkaisemiseen, vuorovaikutteiseen oppimiseen, 
luovaan toimintaan sekä opettajia haastavaan eriyttämiseen. 
Yhteiskunnallinen keskustelu matemaattis-luonnontieteellisten aineiden hou-
kuttavuuden lisäämiseksi alkoi jo 2000-luvun taitteessa, jolloin niiden osaamisen 
merkitys tiedostettiin kiihtyvässä teknologisessa kehityksessä. Tuolloin alkunsa 
saanut Opetushallituksen valtakunnallinen Matematiikan ja luonnontieteiden 
opetuksen kehittämisprojekti (LUMA) innosti minuakin paneutumaan syvemmin 
alakoulussa opetettavaan matematiikkaan. Matemaattisten aineiden opettajataustani 
sekä työskentelyni luokanopettajana ja erityisopettajana ovat tarjonneet haasteen 
opetusmenetelmien ja erilaisten oppimisympäristöjen tutkimiseen. Olen kokenut 
työssäni tärkeänä ymmärtää myös niitä oppilaita, joilla on matemaattisia oppimisvai-
keuksia. Koulumatematiikassa lähtökohtana ja tavoitteena tulee olla matemaattisen 
ajattelun kehittäminen, minkä tukena ovat uudistuvat opetussuunnitelmat ja erilaiset 
opetusmenetelmät. (Leino 1992, 40–46; Tarr, Reys, Reys, Chávez, Shih & Osterlind 
2008, 247-280.) Perusopetuksen opetussuunnitelma on lähtökohtaisesti korostanut 
hyvän oppimisympäristön luomista optimaalisten oppimistulosten saavuttamiseksi. 
Oppimisympäristön tulee tukea oppilaan kasvua ja oppimista. Tavoitteena on tukea 
oppilaan oppimismotivaatiota ja uteliaisuutta sekä edistää hänen aktiivisuuttaan, 
itseohjautuvuuttaan ja luovuuttaan tarjoamalla kiinnostavia haasteita ja ongelmia. 
Oppimisympäristön tulee tukea myös opettajan ja oppilaan välistä sekä oppilaiden 
keskinäistä vuorovaikutusta. Sen tulee edistää vuoropuhelua ja ohjata oppilaita työs-
kentelemään ryhmän jäsenenä. (Opetushallitus 2004, 14.) Nykyinen perusopetuksen 
opetussuunnitelman perusteiden uudistamistyö asettaa tavoitteeksi monipuoliset 
oppimisympäristöt. Pyrkimyksenä on syventää oppimiskäsitystä sekä vahvistaa 
edellytyksiä tietoa luovaan, yhteisölliseen ja oppilaiden tarpeet huomioon ottavaan 
oppimiseen. (Opetushallitus 2015.) 
Hollantilaisen Pierre van Hiele ja Dina van Hiele-Geldof tutkijapariskunnan 
(1958) tutkimus geometrian opetuksesta ja oppimisesta antoi minulle tieteellisen 
sysäyksen oppimisympäristötutkimukseen peruskoulussa. Asetin kuitenkin tavoit-
teekseni luoda suomalaisessa koulukontekstissa oman ammattitaitoni ja pedagogisen 
ajatteluni perusteella konkreettinen geometrian oppimisympäristö, jossa jokaisella 
oppilaalla olisi mahdollisuus kokea onnistumisen kokemuksia. (ks. Krzywacki, 
Laine, Hästö & Hannula 2012, 1.) Lähtökohtana oli näkemys erilaisen oppimisen 
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hyväksymisestä ja rohkeudesta kokeilla uusia metodeja (Steffe 2011, 172-176). 
Tesselaatioita geometrian osana koskeva tutkimus on osoittanut kasvavaa kiinnos-
tusta viime vuosikymmeninä (Callingham 2004; Ilucová 2005; de Villiers 2010). 
Opetusmetodini perustuu klassiseen Kolbin (1984) kokemuksellisen oppimisen 
malliin. Kilpatrickin, Swaffordin ja Findellin (2001, 281-288) käsitys matematiikan 
taitamisesta vahvistuu myös tässä tutkimuksessa. Ymmärsin, että sopivan ongelman 
löytyminen yhteisen tutkimisen aiheeksi, voisi edistää myös sosiaalista vuorovaiku-
tusta oppimisympäristössä. (Schoenfeld 2002, 3-25.) Oma vahvuuteni opettajana on 
ollut ohjata ja tukea oppilasta sekä yksilöllisenä oppijana että toimijana sosiaalisessa 
ryhmässä. Luovuuskasvatus on myös lähellä sydäntäni. Luovuuden ja geometrian 
välinen yhteys on todettu monissa aikaisemmissa tutkimuksissa (ks. Chen, Kasof, 
Himsel, Greenberger, Dong & Xue 2002; Duatepe 2000; Nakin 2003; Sriraman 
2005.) Korostan luovuutta integroidessani geometrian opetuksen kuvataiteeseen.
Uuden teknologian soveltaminen osana opetusta on synnyttänyt uudenlaisia 
mahdollisuuksia ja haastanut muutokseen useissa oppiaineissa. Geometria niin ikään 
on oleellinen ja monenlaisia mahdollisuuksia sisältävä osa koulumatematiikkaa ja 
ympäristön hahmottamista. Geometria näyttäytyykin matematiikan opetuksen 
osa-alueena, jossa havainnollistavalla ja toiminnallisella opetuksella voidaan tukea 
oppimista. ( Joki 2002; Krzywacki ym. 2012; Räty-Záborszky 2006.) Geometriaa on 
tutkittu kansallisesti ja kansainvälisesti sekä opetuksen että oppilaan kehittymispro-
sessin näkökulmista vuosikymmenien ajan. Tutkijoita ovat kiinnostaneet geometristen 
käsitteiden opettaminen ja ymmärtäminen, geometrinen ajattelu sekä avaruudellisen 
hahmottamiskyvyn kehittäminen. (ks. Atebe & Schäfer 2011; Battista 2007; Clem-
ents & Battista 1990, 1992; Feza & Webb 2005; Jones 2000; van Putten, Howie & 
Stols 2010.) Monet aikaisemmat tutkimukset perustuvat suurelta osin 1950-luvulla 
kehitettyyn van Hielen teoriaan, jossa geometrisen ajattelun kehitys etenee niin 
sanotuilla van Hielen -tasoilla. Geometrisen ajattelun kehityksen osalta tukeudun 
itsekin tutkimuksessani van Hielen teoriaan (1957) sekä siitä luotuihin malleihin 
geometrisen ajattelun tasomittauksissa (ks. Aydin & Halat 2009; Crowley 1987, 1990; 
Fuys, Geddes & Tischler 1988; Gutiérrez & Jaime 1998; Gutiérrez, Jaime & Fortuny 
1991; Halat 2006, 2008a, 2008b; Halat & Sahin 2008; Idris 2009; Jaime & Gutiérrez 
1994; Khembo 2011; Knight 2006; Muyeghu 2008; Silfverberg 1986, 1999; Usiskin 
1982; de Villiers 2010.) Psykologian opinnot herättivät aikoinaan kiinnostukseni 
ajattelun rooliin oppimisprosessissa. Matematiikalla on oma merkityksensä ajattelun 
kehittäjänä. (Bobis, Clarke, Clarke, Thomas, Wright, Young-Loveridge & Gould 
2005, 27-57.) Geometriaan sanotaan sisältyvän matemaattisen ajattelun ydin (Malaty 
2002, 119). Geometrian opetuksen merkitys on hyvä tiedostaa jo perusopetuksen 
alemmilla vuosiluokilla, jotta opetussuunnitelman asettamat tavoitteet toteutuisivat. 
Tähän perustuen kenttätutkimukseni kohdehenkilöinä ovat peruskoulun viides- ja 
kuudesluokkalaiset. 
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Oppiminen on ihmiselle elinikäinen prosessi, mutta sen alkamisvaihe luo pohjan 
tulevalle oppimiselle. Toimiessani esiopetuksen ja alkuopetuksen opettajana ymmär-
sin sen mahdollisuuden, mikä työhöni sisältyi tulevia matemaatikkoja ohjatessani. 
Erityisen tärkeää oli mielestäni käyttää matemaattisista käsitteistä oikeita nimiä, 
jotta ne rakentuisivat oikealla tavalla lasten ajatteluun. (Atebe & Schäfer 2010; Kil-
patrick ym. 2001, 281-288.) Matematiikan oppimisen alkuvaiheessa pidin tärkeänä 
yhdistää matematiikka tiiviisti lapsen elämään ja hänen tapaansa toimia tuossa kehi-
tysvaiheessa (Nathan, Eilam & Kim 2007, 523-563). Esioppilaiden innostus muun 
muassa pihakiviä laskemalla hankittuun laskutaitoon oli kaikille iloinen kokemus. 
Matematiikan oppiminen onkin parhaimmillaan löytämistä, joka edellyttää alku-
vaiheessa leikinomaisuutta ja monipuolista oppimateriaalia. (Malaty 1997, 86-89.) 
Oma kokemukseni sekä aikaisemmat tutkimukset osoittavat, että alkuopetuksessa 
lasten innostus matematiikkaa kohtaan on valtaisaa (esim. Langrall, Mooney, Nisbet 
& Jones 2008, 109-135). Geometria-jaksoa odotettiin alkuopetusryhmissäni innolla, 
kenties kaikkein myönteisimmin. Ryhdyinkin pohtimaan syvemmin oman tutki-
mukseni ja Laatoitusprojektin mahdollisuutta erilaisen, konkreettisen matematiikan 
näkökulmasta. Oliko siinä juuri se idea, joka saa oppilaan ajattelemaan matematiikkaa 
iloisena ja haasteellisena käytännössä tarvittavan oppiaineena? Krzywacki ym. (2012, 
1) peräänkuuluttavat tulevaisuudessakin tarvittavan matematiikan didaktiikan tut-
kimusta, jossa opettajan erityispiirteet, kuten ammattitaito, pedagoginen ajattelu ja 
luovuus, tulisivat esiin. Tämän tutkimuksen oppiainerajoja ylittävä oppimisympäristö, 
joka sisältää vahvan luovuuskomponentin, vastaa myöskin uusimman perusopetuksen 
opetussuunnitelman perusteiden sisältöä. (Opetushallitus 2015.)
Väitöskirjatutkimuksessani olen kehittänyt toiminnallisen ja ongelmalähtöisen 
luovuutta tukevan osallistavan geometrian oppimisympäristön, Laatoitusprojektin, 
ja tarkastelen sen yhteydessä oppilaiden geometrisen ajattelun ilmenemistä sekä sel-
vitän, millaisena oppilaat ja toisaalla opettajat kokevat tällaisen oppimisympäristön. 
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2 Geometria perusopetuksessa
Tässä luvussa tarkastelen aluksi opetussuunnitelman merkitystä yleisesti koulujärjes-
telmässä sekä sen vaikutusta matematiikan ja geometrian opetuksen asemaan. Vuonna 
1960 alkoi opetussuunnitelmien uudistus, jolloin geometrian osuutta vähennettiin 
koko maailmassa. ( Jones & Mooney 2003, 3-15.) Suomessa K. Väisälän (1971) 
geometrian oppikirja oli yleisessä käytössä kouluissa vielä 1960-luvulla. Tuolloin 
geometria oli vielä itsenäinen oppiaine. Matematiikan opetuksen uudistamisen yh-
teydessä 1960-luvun alussa poistettiin matematiikan aikaisempi vahva kolmijaottelu: 
aritmetiikka, algebra ja geometria. Geometria on sittemmin sisällytetty matematiikan 
oppiaineeseen. Peruskouluun siirryttiin vaiheittain vuosina 1972-1977, jolloin ma-
tematiikkaa opetettiin tasokursseihin perustuen. Opetustyön suunnannäyttäjänä oli 
vielä 1980-luvun alussa peruskoulun matematiikan oppimäärä ja oppimääräsuunni-
telma. (Kouluhallitus 1982.) Ensimmäinen valtakunnallinen perusopetuksen opetus-
suunnitelman perusteet (POPS) valmistui vuonna 1985, toinen 1994 ja kolmas 2004. 
2.1 Opetussuunnitelman painotukset
Peruskoulun yhteydessä haastavampia oppisisältöjä alettiin opettamaan nojautuen 
spiraaliperiaatteeseen, jossa samaa oppiainesta käsiteltiin eri ikäkausina toistuvissa 
sykleissä aihepiiriä aina laajentaen ja syventäen. Opetussuunnitelmatyössä tapahtui 
merkittäviä muutoksia, kun vuoden 1983 koululaeissa opetussuunnitelman laadinta 
siirtyi ensiksi kunnan ja lopulta vuonna 1994 koulujen vastuulle. Asiaan vaikutet-
tiin kuitenkin myös valtakunnallisesti vuosina 1985 ja 1994 määrittämällä yhteiset 
perusteet, mutta niissä listattiin vain välitavoitteet siitä, mitä oppilaan tulisi tietyillä 
luokkatasoilla osata. Matematiikan osuus niissä on melko pitkälti samanlainen, mutta 
vuonna 1985 tasa-arvon näkökulmasta merkittäviä linjauksia olivat tasokurssien pois-
taminen ja jatko-opintokelpoisuuden takaaminen kaikille oppilaille. (Rokka 2011, 24.)
Räty-Záborszkyn (2006, 17–20) mielestä opetussuunnitelman tarkoitus on toimia 
opetuksen, kasvatuksen ja tavoitteiden määrittäjänä ja koulujärjestelmän kulmakivenä. 
Täten opetussuunnitelma muodostaa koulutyön suunnittelun ja arvioinnin keskeisim-
män perustan, johon luottaen opettajat toteuttavat opetustaan. Opetussuunnitelman 
on kehitettävä ajattelua, ongelmanratkaisua ja annettava tilaa laadukkaan oppimis- ja 
opiskeluprosessin toteutumiselle. (Clements 2007, 35-70; Halat 2007, 41-49.) Näin 
opetussuunnitelma ohjaa ja tukee virallisesti opettajan työtä. Opetussuunnitelma 
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jää oman kokemukseni mukaan kouluissa usein opettajainhuoneen kirjahyllyyn ja 
opettajille kiireiden keskellä vieraaksi. Käytännössä oppikirjat määräävät opetusta 
hyvinkin tarkkaan. Opettajat tukeutuvat oppikirjaan ja sen ratkaisuihin, jolloin heille 
helposti muodostuu käsitys, että kirjan läpikäyminen juuri sen esittämällä tavalla on 
sama asia kuin opetussuunnitelma. Vaikka Opetushallitus on hyväksynyt oppikirjan, 
se ei ole toki ainoa mahdollisuus toteuttaa opetussuunnitelmaa. Opettaja ei riittävässä 
määrin ymmärrä omia mahdollisuuksiaan opetuksen suunnittelijana ja oppimisen 
ohjaajana, vaan hän olettaa toteuttaneensa opetussuunnitelmaa, kun kirja on opiskeltu 
kannesta kanteen. (ks. Atjonen 1989, 9–103; 1993.) Opettajan oma luovuus voi saada 
aikaan raikkaita oppimiskokemuksia, jotka voivat syrjäyttää oppikirjan poikkeamatta 
kuitenkaan opetussuunnitelman ohjeista.
Ennen suomalaisen koulujärjestelmän opetussuunnitelman uudistusta 1980-luvulla 
matematiikan opetuksen ja siten myös geometrian opetuksen sisältöjä kritisoitiin ”ei-
käytännöllisiksi”. Onko sittemmin uudistunut perusopetuksen opetussuunnitelma 
”muuttanut” matematiikan opetusta geometrian osalta? Vaikka opetuksen tavoitteissa 
olisikin mainittu luovuuden, kriittisen ajattelun ja tiedon soveltamisen kehittäminen, 
koulussa nämä saattavat jäädä tietopainotteisuuden jalkoihin. Tietomäärän laajuuden 
arvostaminen korostuu selvästi oppimistulosten arvioinnissa. (Lavonen & Laakso-
nen 2009, 922-944.) Keskeisintä opettajan omassa työssä on pohtia, toteutuvatko 
opetettavien aineiden opetukselle asetetut tavoitteet. 
2.1.1 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet vuodesta 1985 
vuoteen 2004
Geometrian opetuksen tavoitteet ja sisältö on asetettu peruskoulun opetussuun-
nitelman perusteisiin. Geometrian opetuksellinen osuus on Suomessa kaventunut 
matematiikan perusopetuksessa tapahtuneiden uudistusten yhteydessä. Tässä tar-
kastelussa käytetään apuna peruskoulun opetussuunnitelman perusteita vuodesta 
1985 lähtien. Näin muodostuu laajempi näkökulma geometriaan oppiaineena. Pe-
ruskoulun opetussuunnitelman perusteet vuodelta 1985 antaa tarkat luokkakohtaiset 
oppisisällöt geometrian osalta. (Opetushallitus 1985.) Vuoden 1994 peruskoulun 
opetussuunnitelman perusteet merkitsi uutta vaihetta peruskoulu-uudistuksessa. 
Opetussuunnitelmauudistuksessa haluttiin hyödyntää opettajien asiantuntemusta ja 
saada heidät sitoutumaan opetussuunnitelmaan. Pedagogista päätäntävaltaa haluttiin 
antaa paikalliselle tasolle, mikä mahdollisti opettajien ammatillisuuden hyödyntämistä 
opetussuunnitelmatyössä. (Rokka 2011, 26.)
Vuoden 1994 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet antoi aikaisempaa 
väljemmät ohjeet eri luokkien oppisisältöjen suunnitteluun. Tuolloin luotiin myös 
pohja koulukohtaisille opetussuunnitelmille, joiden tuli kuitenkin noudattaa niin 
valtakunnallista kuin kuntakohtaistakin opetussuunnitelmaa. POPS 1994 määritte-
lee alakoulun geometrian opetuksen keskeiseksi sisällöksi matematiikan yhteydessä 
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muun muassa sen, että oppilas tottuu ympärillä olevan maailman havainnointiin ja 
sen tulkitsemiseen matematiikan keinoin sekä ongelmatilanteiden tunnistamiseen 
ja niissä toimimiseen. (Opetushallitus 1994, 74–77.)
Peruskoulun opetussuunnitelman perusteissa vuodelta 1994 geometrian opetuksen 
tavoitteet määritellään matematiikan yhteydessä seuraavin painotuksin: Matematiikka 
antaa välineet johdonmukaiselle ja täsmälliselle ajattelulle, avaruuden hahmottamiselle 
sekä useiden käytännön ongelmien ratkaisemiselle. Matematiikan opiskelulla kehite-
tään keksimiskykyä ja luovaa ajattelua. Lisäksi tavoitteena on harjaannuttaa oppilaita 
johdonmukaiseen ja täsmälliseen ajatteluun sekä asioiden esittämiseen suullisesti ja 
kirjallisesti. Oppimistilanteet tulisi rakentaa keskustelunomaisiksi, kokeileviksi ja 
ongelmakeskeisiksi, ja niiden tulisi pohjautua oppilaille tuttuihin konkreettisiin arki-
elämän tilanteisiin. Alusta alkaen opiskelussa tähdätään ymmärtämään matemaattisia 
käsitteitä, mikä tapahtuu konkreettisen toiminnan kautta. Ongelmanratkaisu on 
toinen opetuksen keskeinen periaate. Ongelmanratkaisuprosessien merkitys korostuu 
tietojen hankkimisessa sekä niiden soveltamisessa. (Opetushallitus 1994, 74–76.) 
Oppilaiden tulisi saada rakennella ja tehdä käsillään malleja kyetäkseen luomaan 
oikeita mielikuvia ja muodostamaan käsitteitä. Tämä edistää myös loogisen päätte-
lytaidon kehittymistä. Matematiikan käyttökelpoisuutta voidaan lisätä integroimalla 
opetusta monipuolisesti koulun muuhun työskentelyyn ja ulkopuoliseen maailmaan. 
Projektityöskentely sopii hyvin aine-alueiden yhdistämiseen kaikilla luokka-asteilla. 
(Opetushallitus 1994, 77.) Geometrian oppisisältöjä siirrettiin peruskoulussa aiem-
paa alemmille luokka-asteille, aina alkuopetukseen saakka. Sen tarkoitus oli edetä 
konkreettisesta ja leikinomaisuudesta abstraktisimpiin prosesseihin. Pikkuoppilaat 
tutustuvat jo ensimmäisenä kouluvuonna geometrian perusmuotoihin ja geometristen 
kuvioiden perusominaisuuksiin. Geometrian oppimisen lähtökohtana tulee siis olla 
toiminnallinen ja kokemuksellinen oppiminen. Oppilaille tulisi tarjota mahdolli-
simman runsaasti tilanteita, joissa he omin käsin saavat kokeilla ja tehdä havaintoja 
kokeiluistaan. Tilanteet tulisi rakentaa ongelmalähtöisiksi, jotta oppilaalla olisi 
mahdollisuus keksivään oppimiseen. (ks. Lehrer & Chazan 1998.) Kun oppilas oppii 
tunnistamaan käsitteitä, tuottamaan niitä, keksimään niihin liittyviä yleistyksiä sekä 
keskustelemaan niistä tai kuvailemaan niitä suullisesti, syvenee oppiminen ja opitun 
aineksen soveltaminen (Atebe & Schäfer 2010, 53-64; Kilpatrick ym. 2001, 281-288). 
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004 perustuu oppimiskäsitykseen, 
jossa oppiminen ymmärretään yksilölliseksi ja yhteisölliseksi tietojen ja taitojen ra-
kennusprosessiksi. Opittavana on uuden tiedon ja uusien taitojen lisäksi oppimis- ja 
työskentelytavat, jotka ovat elinikäisen oppimisen välineitä. (Opetushallitus 2004, 16.) 
Opetettaessa lapsia, joilla on oppimisvaikeuksia, on tärkeää, että opettajalla on tarkka 
diagnostinen käsitys oppilaan taitojen rakentumisvaiheesta ja oppimista hidastavista 
kehityksellisistä tekijöistä. Innostava ja lapsen oppimiskykyyn luottava opettaja, jolla 
on neuropsykologista tietoa oppijan yksilöllisistä kognitiivisista ja motivaationaalisista 
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edellytyksistä, on paras tuki tällaiselle lapselle. (Räsänen & Ahonen 2004, 297.) Op-
piminen on seurausta oppilaan aktiivisesta ja tavoitteellisesta toiminnasta, jossa hän 
aiempien tietorakenteidensa pohjalta käsittelee ja tulkitsee opittavaa ainesta. Edelleen 
oppiminen riippuu oppijan motivaatiosta sekä oppimis- ja työskentelytavoista. (ks. 
Shechtman, Roschelle, Haertel & Knudsen 2010, 317-359.)
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2004:n yhteydessä matematiikan 
opetuksen edellytetään kehittävän oppilaan luovaa ja täsmällistä ajattelutapaa. 
Opetuksen tulee ohjata oppilasta löytämään asioita ja asiayhteyksiä sekä etsimään 
ratkaisuja ongelmiin. Edelleen matematiikan opetuksen tulee edetä systemaattisesti 
sekä luoda kestävä pohja matematiikan käsitteiden ja rakenteiden omaksumiselle. 
Konkreettisuus toimii tärkeänä apuvälineenä yhdistettäessä oppilaan kokemuksia 
ja ajattelujärjestelmiä matematiikan abstraktiin järjestelmään. (Opetushallitus 
2004, 158.) Opetuksessa painottuu alusta alkaen käsiteperusteisuus ja sosiaalinen 
vuorovaikutus. Tasogeometrian kuvioiden tunnistaminen on mahdollista viimeis-
tään viidennen luokan loppuun mennessä. Kuvioiden ominaisuuksien hallinta 
on tutkimusten mukaan yhteydessä opetusmetodiin ja opettajan matemaattisen 
ja pedagogisen sisällön tuntemukseen. (Gutierrez ym. 1991; Halat 2006, 2008a, 
2008b; Pape, Bell & Yetkin 2003.) Myös käytetty oppikirja vaikuttaa oppimisen 
vahvistamisessa. 
Vuosiluokilla 6–9 matematiikan opetuksen ydintehtävänä on osaamisen vahvista-
minen. Tavoitteena on, että oppilas oppii  ymmärtämään matemaattisten käsitteiden 
ja sääntöjen merkityksen sekä havaitsemaan matematiikan ja reaalimaailman välisiä 
yhteyksiä. Opetuksessa pyritään edelleen vahvistamaan oppilaan kykyä ratkaista 
matemaattisia ongelmia,  ilmaista ajatuksensa yksiselitteisesti sekä perustella toi-
mintaansa ja päätelmiään. Pyritään siis vahvistamaan oppilaan loogista ja luovaa 
ajattelua. (Opetushallitus 2004, 163.)
Valtakunnallisen perusopetussuunnitelman 2004 mukaan matematiikan opetuksen 
tehtävänä on matemaattisen ajattelun kehittäminen ja matemaattisten käsitteiden 
sekä yleisimmin käytettyjen ratkaisumenetelmien oppiminen (Opetushallitus 2004, 
158). Arkipäivän tilanteiden ongelmanratkaisua matematiikan avulla pidetään myös 
tärkeänä. Perusopetuksen opetussuunnitelman uudistamistyössä korostetaan oppi-
laan matemaattisen ajattelun kehittämistä laaja-alaisesti, mikä tukee oppijan roolia 
itsenäisenä tiedon prosessoijana. Luovaa ajattelua vahvistetaan ongelmanratkaisulla, 
ja toisaalta ongelmalähtöisyyttä korostaen oppilasta rohkaistaan matemaattiseen 
verbaaliin ilmaisuun kysellen, pohtien, tietoa kyseenalaistaen ja ratkaisuja perus-
tellen. (vrt. Hill, Ball & Schilling 2008, 372-400; Pehkonen 2011, 11-27.) Näistä 
lähtökohdista aloin kehittämään tutkimuksessa toteutettua oppimisympäristöä, jossa 
keskeisintä oli oppilaiden itsenäinen tiedon prosessointi arkielämään sitoutuvien 
ongelmien ratkaisuissa.
2 Geometria perusopetuksessa | 25
2.1.2 Uuden koululainsäädännön tuomat muutokset 2011 
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden uudistamistyö jatkui 1.8.2008 
maahanmuuttajia koskevalla asetuksella. Laki perusopetuslain muuttamisesta 
annettiin 24.6.2010. Lakiin tehdyillä muutoksilla vahvistettiin oppilaan oikeutta 
suunnitelmalliseen, varhaiseen ja ennalta ehkäisevään oppimisen ja koulunkäyn-
nin tukeen. Opetuksessa käytetään oppilaiden edellytykset huomioon ottavia, eri 
ikäkausiin sekä erilaisiin oppimistehtäviin ja -tilanteisiin soveltuvia menetelmiä 
ja monipuolisia työtapoja. Niiden avulla tuetaan ja ohjataan koko opetusryhmän 
ja yksittäisen oppilaan oppimista. Menetelmien ja työtapojen valinnalla luodaan 
sellaisia vuorovaikutteisen oppimisen sekä yhdessä ja yksin työskentelyn tilanteita, 
joissa oppilaat voivat kehittää oppimisen ja oman tulevaisuutensa kannalta tärkeitä 
taitoja. Näitä ovat ajattelun ja ongelmanratkaisun, työskentelyn ja vuorovaikutuksen, 
itsetuntemuksen ja vastuullisuuden, osallistumisen ja vaikuttamisen sekä ilmaisun ja 
käden taidot. (Perusopetuslain muuttamista koskeva laki 2010/642.) 
Monet tutkimukset ovat osoittaneet, että uusien ideoiden, strategioiden hyödyn-
täminen opetusmetodien valinnassa edistää sellaisten oppilaiden oppimista, joilla 
on matematiikan ja geometrian oppimisvaikeuksia. (Halat 2006, 2008a, 2008b; 
Yetkin 2003.) Opetuksen eriyttäminen on kaikkeen opetukseen kuuluva ensisijai-
nen keino, jolla otetaan huomioon opetusryhmän tarpeet ja oppilaiden erilaisuus. 
Eriyttäminen edellyttää opettajalta kasvun ja oppimisen prosessien tuntemista, 
opetusryhmän toiminnan ja ilmapiirin sekä oppilaiden kehittymisen seurantaa ja 
oppimisen arviointia. Eriyttäminen voi kohdistua muun muassa opetuksen sisältöi-
hin, käytettäviin opetusmateriaaleihin ja -menetelmiin, työtapoihin sekä koulu- ja 
kotitehtävien määrään ja käytettävissä olevaan aikaan. (Perusopetuslain muuttamista 
koskeva laki 2010/642.) 
Suomessa 1.1.2011 voimaan tullut uudistunut koululainsäädäntö painottaa eri-
tyisen tuen tarpeessaolevien oppilaiden auttamista jo varhaisessa vaiheessa heidän 
omassa viiteryhmässään (Opetushallitus 1.1.2011), mikä mahdollistaa heidän oi-
keutensa täyteen osallisuuteen. Inklusiivinen eli osallistava opetus vaatii kuitenkin 
toteutuakseen perinteisten opetusmenetelmien ja vanhojen asenteiden uudistamista. 
Tarvitaan enemmän eriyttämistä, samanaikaisopetusta, yhteistoiminnallisuuden 
ja opettajien tiimityön kehittämistä sekä oppilaiden yksilöllisten oppimistyylien 
huomioimista. Kehityshankkeiden taustalla on yleisopetuksen kehittämisen stra-
tegia, jossa oppimisen tuki suunnataan ensisijaisesti yleisopetuksen luokkaan – eli 
painopiste on kaikkien osallisuudessa. Oppilaiden edellytykset huomioon ottavalla 
oppimisympäristöllä ohjataan koko opetusryhmän ja yksittäisen oppilaan oppimista. 
(ks. Eskelä-Haapanen 2012; Lakkala 2008, 46-59.) Tässä tutkimuksessa eriyttäminen 
erilaisten oppijoiden, kuten maahanmuuttajataustaisten ja erityistä tukea tarvitsevien, 
osalta tapahtui opetuksen sisällön ja työtapojen keinoin. Työskentelyyn käytettävä 
aika edellytti myös hitaammin edistyvien huomioimista.
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2.1.3 Kehitteillä olevan 2016 opetussuunnitelman periaatteita
Valtioneuvosto antoi 28.6.2012 asetuksen perusopetuslaissa tarkoitetun opetuksen 
tavoitteista ja perusopetuksen tuntijaosta (Valtioneuvoston asetus 422/2012). Ase-
tuksessa määritellään tavoitteet esiopetukselle, perusopetukselle, lisäopetukselle sekä 
perusopetukseen valmistavalle opetukselle. Uusien opetussuunnitelman perusteiden 
mukaisesti laadittujen paikallisten opetussuunnitelmien tulee olla hyväksyttyinä si-
ten, että niiden mukaiseen opetukseen voidaan siirtyä 1.8.2016 alkavan lukuvuoden 
alusta lukien.
Matematiikan opetuksen päämääränä on ollut jo pitkään perusopetuksen opetus-
suunnitelman mukaan oppilaan matemaattisen ajattelun kehittäminen. Tätä korostaa 
uusinkin kehitteillä oleva perusopetuksen opetussuunnitelman 2016 perusteluonnos, 
jonka mukaan matematiikan opetuksen tehtävänä on kaikilla vuosiluokilla kehittää 
oppilaan loogista, täsmällistä ja luovaa matemaattista ajattelua. Opetus luo pohjan 
matemaattisten käsitteiden ja rakenteiden ymmärtämiselle sekä kehittää oppilai-
den kykyä käsitellä tietoa ja ratkaista ongelmia. (Opetushallitus 2015, 128-374.) 
Matematiikan kumulatiivisesta luonteesta johtuen opetus etenee systemaattisesti. 
Konkreettisuus ja toiminnallisuus ovat keskeinen osa matematiikan opetusta ja opis-
kelua. Oppimista tuetaan hyödyntämällä tieto- ja viestintäteknologiaa. Matematiikan 
opetus tukee oppilaan myönteistä asennetta matematiikkaa kohtaan ja positiivista 
minäkuvaa matematiikan oppijana. Se kehittää myös viestintä-, vuorovaikutus- ja 
yhteistyötaitoja. Matematiikan opiskelu on tavoitteellista ja pitkäjänteistä toimintaa, 
jossa oppilas ottaa vastuuta omasta oppimisestaan. Opetus ohjaa oppilasta ymmärtä-
mään matematiikan hyödyllisyyden omassa elämässään ja laajemmin yhteiskunnassa. 
Opetus kehittää oppilaan kykyä käyttää ja soveltaa matematiikkaa monipuolisesti. 
(Opetushallitus 2015, 234.)
Alkuopetuksen geometriassa kehitetään oppilaan taitoa hahmottaa kolmiulot-
teista ympäristöä ja tasogeometriaa. Tutkitaan yhdessä kappaleita ja tasokuvioita. 
Tunnistamisen lisäksi rakennetaan ja piirretään sekä ohjataan oppilaita löytämään 
ja nimeämään ominaisuuksia, joiden mukaan kappaleita ja tasokuviota myös luoki-
tellaan. Opetuksen lähtökohtana käytetään oppilaalle tuttuja ja kiinnostavia aiheita 
ja ongelmia. Tavoitteena on luoda oppimisympäristö, jossa matematiikkaa ja ma-
tematiikan käsitteitä opiskellaan toiminnallisesti ja erilaisia välineitä hyödyntäen. 
(Opetushallitus 2015, 129-130.)
Vuosiluokkien 3−6 matematiikan opetuksessa hyödynnetään ja tarjotaan kokemuk-
sia, joita oppilas käyttää matemaattisten käsitteiden ja rakenteiden muodostamisessa. 
Opetus kehittää oppilaan taitoja esittää matemaattista ajatteluaan ja ratkaisujaan eri 
tavoin ja välinein. Monipuolisten ongelmien ratkaisu yksin ja ryhmässä sekä erilais-
ten ratkaisutapojen vertailu ovat opetuksessa keskeistä. (Opetushallitus 2015, 234.) 
Geometriassa rakennetaan, piirretään, tutkitaan ja luokitellaan erilaisia kappaleita ja 
kuvioita. Kappaleet luokitellaan lieriöihin, kartioihin ja muihin kappaleisiin niiden 
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ominaisuuksien perusteella. Kappaleista tutustutaan tarkemmin suorakulmaiseen 
särmiöön, ympyrälieriöön, ympyräpohjaiseen kartioon ja pyramidiin. Tasokuviot 
luokitellaan monikulmioihin ja muihin kuvioihin sekä tutkitaan niiden ominaisuuk-
sia. Tutustutaan tarkemmin kolmioihin, nelikulmioihin ja ympyrään. Perehdytään 
pisteen, janan, suoran ja kulman käsitteisiin. Harjoitellaan kulmien mittaamista ja 
luokittelemista. (Opetushallitus 2015, 236.) Oppimisympäristöihin ja työtapoihin 
liittyvinä tavoitteina mainitaan seuraavaa: ”Opetuksen lähtökohtana käytetään oppi-
laalle tuttuja ja kiinnostavia aiheita ja ongelmia. Oppilasta tulee kannustaa ratkomaan 
näitä ongelmia matemaattisin keinoin sekä arvioimaan ratkaisun hyvyyttä ja kau-
neutta. Havainnollistaminen on keskeistä matematiikan opetuksessa. Välineet ovat 
edelleen osa matematiikan opiskelua ja niiden tulee olla helposti saatavilla. Työtapojen 
valinnassa on tärkeää hyödyntää yhteistoiminnallisuutta yksilötyöskentelyn rinnalla. 
Oppilaiden kykyä toimia ryhmissä tasavertaisesti ja toisiaan kannustavasti tuetaan.” 
(Opetushallitus 2015, 236.) Erilaiset oppijat otetaan huomioon opetusta eriytettäessä. 
Matematiikan opetuksessa ohjataan oppilaan työskentelytaitojen kehittymistä 
siten, että he pystyvät havaitsemaan yhteyksiä oppimiensa asioiden välillä, esit-
tämään olennaisia kysymyksiä ja tekemään perusteltuja päätelmiä havaintojensa 
pohjalta. Opetuksessa pyritään tukemaan ongelmanratkaisutaitojen kehittymistä 
sekä kehittämään oppilaiden taitoa arvioida ratkaisujensa järkevyyttä ja saamiensa 
tulosten mielekkyyttä. (Opetushallitus 2015, 235.) Uudistuvan opetussuunnitelman 
keskeisimpiä tavoitteita onkin luoda alakoulun matematiikan opetukseen toiminnal-
lista ja oppiainerajat ylittävää projektityöskentelyä. Tämä asetettiin tavoitteeksi myös 
tämän tutkimuksen oppimisympäristölle, jossa oppilaiden keskinäinen vuorovaikutus 
perustui ongelmatehtävien ratkaisujen reflektointiin. Tänä vuonna ajankohtainen 
opetussuunnitelma-ajattelun muutos edellyttää siis muutosta myös matematiikan 
opetuskäytänteissä, jotka voivat muuttua vain opettajan pedagogisen ajattelun ja 
toiminnan muutoksen kautta. (Patrikainen 2012.)
2.2 Näkökulmia geometrian opetukseen
Tässä luvussa pyrin tuomaan esille niitä tutkimukseni kannalta keskeisiä geometrian 
opetuksen didaktisia valintoja, jotka antavat perustan kehittämälleni oppimisympä-
ristölle. Geometrian opettamista ja oppimista on pohdittu kauan ja silti yhä uudet 
kysymykset tulevat ajankohtaisiksi geometrian opetuksen tutkimuksessa. (van Hiele 
1957; Shibli 1931, 367-372.) Kansainvälinen tutkimus onkin osoittanut kasvavaa 
kiinnostusta geometrian opetukseen ja oppimiseen 1980-luvun puolenvälin jälkeen 
(Clements & Battista 1990; Crowley 1987, 1990; Gutierrez ym. 1991; Mason 1997). 
Geometrian uudelleenarvostus alkoi 2000-luvulla teknisen kehityksen yhteydessä. 
Geometria on tullut pysyvästi visuaalisesti ja virtuaalisesti koulujen oppisisältöihin. 
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(Atebe & Schäfer 2011; Idris & Tay 2004; Jones & Mooney 2003; van Putten ym. 
2010.) Suomessa 2000-luvulla toteutettujen koulusaavutustutkimusten mukaan op-
pilaiden geometrian osaaminen on algebran ohella muita sisältöalueita heikompaa. 
Yhtenä syynä oppilaiden alhaiseen geometrian osaamisen tasoon on pidetty opet-
tajien omaa vajavaa geometrista tietämystä ja kykenemättömyyttä antaa laadukasta 
geometrian opetusta. (Kupari, Välijärvi, Andersson, Arffman, Nissinen, Puhakka & 
Vettenranta 2013.)
Freudenthalin (1973, 403) mukaan geometria on tila, jossa lapsi elää ja joka lapsen 
täytyy oppia tuntemaan ja tekemään kokeiluja. Lasten kokemusmaailma on kolmi-
ulotteinen ja suuri osa siitä sisäistetään arkitodellisuudessa visuaalisten ärsykkeiden 
välityksellä. ( Jones & Mooney 2003, 3-15.) Freudenthalin (1971, 418) käsityksen 
mukaan opetuksen lähtökohtana tulisi olla lapsen arjen kokemuksia hänen omasta 
todellisuudestaan. Britannian matemaatikko Sir Michael Atiyah (2001, 50) mää-
rittelee geometrian matematiikan osana, joka mahdollistaa intuitioon perustuvan 
tavan ajatella asioita ja laittaa ne geometriseen muotoon. Geometrian opetuksessa 
tulisikin tasapainottaa tasogeometrinen ja spatiaalinen osuus, jotta molemmille jäisi 
tilaa kehittää oppijan visuaalisia taitoja. Tässä tutkimuksessa oppilaiden toiminta 
alkaa tasogeometrian kuvioiden parissa ja etenee kolmiulotteisten kappaleiden tut-
kimiseen ja rakentamiseen. 
Geometrian rakenteen perusta on todistaminen, mutta todistamisen osuus on 
huomattavasti vähentynyt geometrian kouluopetuksessa viime vuosikymmeninä. 
Geometriaan kytkeytyy ajattelun kehittyminen ja yhteys reaalimaailmaan. (ks. 
Herbst, Nachlieli & Chazan 2011, 218-255.) Geometriset muodot esiintyvät 
arkitodellisuudessa useissa rakennuksissa, kuvissa ja merkeissä. Tähän perustuen 
ei Joen (2002, 203) mielestä geometriaa saisi ajatella irrallisena muista oppiaineis-
ta, vaan sen avulla voidaan etsiä yhteyksiä matematiikan ulkopuoliseen elämään. 
Geometrian edistyneitä ideoita käytetään lääketieteellisissä kuvantamisissa, maa-
ilmanlaajuisissa paikannusjärjestelmissä sekä arkkitehtonisessa suunnittelussa ja 
rakentamisessa. ( Jones & Mooney 2003, 3-15.) Geometrian tärkeyttä voidaan 
perustella myös aivotutkimuksen perusteella. Oikean aivopuoliskon on todettu akti-
voituvan luovassa toiminnassa, kun taas vasen aivopuolisko aktivoituu rationaalisissa 
ja loogisissa tehtävissä. Kirjaimien tunnistamiseenkin lapsi tarvitsee geometriaa, 
sillä kirjaimissa on muotoja ja geometrisia säännönmukaisuuksia. (Bakker 2002, 
101-117; Pehkonen 1985, 13; Vanninen 2012.) Geometrialla on siis merkittävä 
tehtävä oppilaan kehityksen kannalta, johon perustuen Joneskin (2000, 109-114) 
korostaa tutkimuksessaan opettajan ammattitaidon tärkeyttä, laadukasta opetusta 
ja geometrian syvää ymmärrystä. 
Geometrian opetuksen vähäinen osuus on tunnistettu monissa maissa, mutta riit-
tävätkö tutkimusten tuottamat suositukset korjaamaan tilanteen? Geometrian opetus 
edellyttää uusia käytännön toimintamuotoja ja niiden arvioimista. ( Jones & Mooney 
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2003, 3-15.) Kun opetussuunnitelmassa annetaan enemmän tilaa geometrialle, op-
pilaat voivat kehittää selkeät ja kestävät geometriset tiedot, taidot ja ymmärryksen. 
Merkityksensä antavat myös opettajat ja heidän käyttämänsä opetusmenetelmät. 
Monet kansainväliset tutkimukset ovat osoittaneet uudistuspohjaisten geometrian 
opetussuunnitelmien suotuisat vaikutukset sekä oppilaiden geometrisen ajattelun 
kehittymiseen että opiskelumotivaatioon. (Feza & Webb 2005; Fuson, Carroll & 
Drueck 2000; Halat 2006; Mason 2003; Reys, Reys, Lapan, Holliday & Wasman 
2003; Romberg & Shafer 2003; Senk & Thompson 2003; Young-Loveridge 2005.) 
Opetushallituksen perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2016 painottaa 
myös matematiikan opetuksen työtapojen muutosta opiskelumotivaation kohotta-
miseksi (Opetushallitus 2015).
2.2.1 Toiminnallisuus geometrian opetuksen lähtökohtana
Geometrian opetuksen eräs lähtökohta on toiminnallisuus, jolla tarkoitetaan oppi-
laiden aktiivista toimintaa ja yksilöllistä osallistumista opetus- ja oppimisprosessissa. 
Geometrian opetusta ei aikaisempina vuosikymmeninä ole yhdistetty toimintaan 
tai luovaan ajatteluun. Opiskelijoille annettiin valmiita geometrisia lauseita, joiden 
todistamista he saivat harjoitella. Malatyn (1993, 24–27) mukaan opetusmenetelmä 
on hyvä, jos se sallii oppilaiden olla aktiivisia ajattelijoita oppitunneilla. Opetuksen 
tutkimuksen yhteydessä on kiinnitetty enenevässä määrin huomiota oppilaiden 
toiminnallisuuden lisäämiseen. Jarkko Leino edellytti jo vuonna 1987 opetuksen jär-
jestämistä teemoina, moduuleina tai projekteina toiminnallisuuden aikaansaamiseksi 
ja yksilöllisyyden korostamiseksi (Lindgren 1990, 26). Deweyn (1933) pragmaattisen 
totuusteorian mukaan ihminen hankkii tietoa ympäristöstään toiminnan ja tekemi-
sen kautta. Totuutena voidaan pitää tietoa, joka osoittautuu käytännössä toimivaksi. 
(Tynjälä 2000, 21–25.) Deweyn (1933) kasvatusfilosofiakin perustuu tekemällä 
oppimisen (engl. learning by doing) periaatteeseen. Geometriassa opiskellaan ympä-
rillä olevia asioita, tutkitaan liikettä, suuntia ja hankitaan tällä tavoin avaruudellisen 
hahmottamisen kokemuksia. (Clements, Swaminathan, Hannibal & Sarama 1999, 
192-212.) Myöhemmin näistä muodostuu käsitteitä, jotka rakentuvat geometrian 
abstraktiksi struktuuriksi (Dienes 1999,179). Geometrian opetus muodostaa laaja-
alaisen kokonaisuuden ja sen eheyttämiseksi tulisi Pehkosen (1985, 17–34) mukaan 
toteuttaa koko perusopetuksen ajan seuraavia periaatteita:
1. Konkretisoiminen
Geometrian opetuksen lähtökohtana tulee olla konkreettinen todellinen tilanne, 
esimerkiksi tämän tutkimuksen oppimisympäristössä esitetty kylpyhuoneen laatoi-
tus. Oppilaan kehitystason huomioon ottaminen edellyttää juuri konkreettisuutta 
perusopetuksessa, jolloin miltei kaikki oppilaat ovat vielä ajattelussaan Piaget’n (1977) 
määrittämällä konkreettisten operaatioiden kaudella.
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2. Avaruuden hahmottamiskyvyn kehittäminen
Geometrian opetus ei saa latistua tasogeometriaan. Avaruuden hahmottamiskyky on 
eräs älykkyystekijöistä. Koko perusopetuksen ajan on pidettävä esillä kolmiulotteinen 
todellisuus, jota voidaan havainnollistaa esimerkiksi luokassa olevien esineiden tai 
koottavien avaruuskappaleiden avulla. Geddes ja Fortunato (1993) ovat löytäneet 
vahvan korrelaation avaruudenhahmottamiskyvyn ja ongelmanratkaisutaidon vä-
lillä. Hahmottamiskyky on tärkeä ympäröivän todellisuuden ymmärtämisessä ja 
vaatii kehittyäkseen jatkuvaa harjoittamista. (ks. Clements & Battista 1992.) Tässä 
tutkimuksessa oppilaat tarkastelivat kolmiulotteista todellisuutta kokoamalla itse 
avaruuskappaleita.
3. Opetuksen kytkeminen todellisuuteen
Geometrian yhteys arkitodellisuuteen auttaa oppilaita tuntemaan geometrian 
käytännön merkityksen. Todellisuuden läheisyys vahvistaa myöskin keskittymistä 
ajatteluun. Koulukontekstissa - kuten tässäkin tutkimuksessa - ympäristön (esim. 
luokkahuone ja rakennukset) tutkiminen geometrisesti noudattaa myös Galperinin 
(1969, 249–273) oppimisteorian lähtökohtaa, jonka mukaan oppilas elää konkreet-
tisessa maailmassa ja käyttää näin ollen mahdollisimman paljon myös konkreettisia 
keinoja ratkaistessaan ongelmia.
4. Toiminnallisuuden periaate 
Geometrian opetuksessa toiminnallisuus korostaa oppilaan aktiivisuutta ja tekemällä 
oppimista. Toimintamateriaalin käytön tulisi olla runsasta, jotta oppilaat ymmärtävät 
paremmin geometriaa. (Crowley 1987; Hoffer 1983; Lindgren 1990, 1998, 2001.) 
Toiminnallisuuden periaate on yksi geometrian opetuksen keskeisiä periaatteita, 
jolloin oppilaan aktiivisuus asetetaan oppimisessa etusijalle. Amerikan audiovisu-
aalisen seuran tutkimuksen mukaan mielessä säilyy keskimäärin 10 % siitä, mitä 
oppilas lukee, 20 % siitä, mitä oppilas kuulee, 30 % siitä, mitä oppilas näkee, 70 % 
siitä, mitä oppilas kuulee ja näkee, 80 % siitä, mitä oppilas itse sanoo ja 90 % siitä, 
mitä hän itse tekee. (ks. Patsiomitou 2012, 53-81; Pundt, Narang, Kondoh & Low 
1979, 305-315.) Geometrian opetuksessa on siten perusteltua painottaa oppilaan 
omaehtoista toiminnallisuutta. Opettamisessa ajatellaan päästävän parhaisiin tuloksiin 
tukemalla oppilaan tutkijahenkeä: antamalla hänen kokeilla, yrittää, erehtyä, onnistua 
ja oivaltaa rohkaisevan kokeiluilmapiirin vallitessa. (Ly & Malone 2008; Pehkonen 
1985, 29.) Toimintavälineinä tässä tutkimuksessa oppilaat tarkastelivat käsin koske-
teltavia geometristen kuvioiden ja kappaleiden malleja sekä oppilaiden itse toisiinsa 
kiinnitettävistä kartonkimalleista rakentamia kolmiulotteisia kokonaisuuksia. Eri-
muotoisten laattojen sovittaminen tasopinnalle antoi myös oppilaille mahdollisuuden 
kokeiluihin ja tutkimiseen. Toiminnallisuus kaikessa uuden oppimisessa helpottuu, 
koska se saa oppilaan pohtimaan tekemisiään. Tekemällä oppii ja tekeminen vaatii 
2 Geometria perusopetuksessa | 31
ajattelua.Tehdyn muistaa ja ymmärtää helpommin. (Simon, Saldanha, McClintock, 
Karagoz, Watanable & Zembat 2010, 70-112.) Koska toiminnallisuus opetuksessa 
lisää kuin itsestään oppilaiden itseluottamusta ja vuorovaikutustaitoja, pidin tätä 
tärkeänä oppimisympäristön suunnittelun lähtökohtana. 
5. Kokonaisuuksien opettaminen
Geometrian osat eivät saisi olla pirstottuna muun matematiikan joukkoon, sillä 
kokonaisuuksien opettaminen kehittää oppilaan geometrista ajattelua. Tämä tutki-
muksen teoreettisen viitekehyksen didaktisesti keskeinen lähtökohta toimi perustana 
kehittäessäni geometrian opetuskokonaisuutta. van Hielen (1957) teorian mukaan 
geometrian opetuksessa olisi edettävä vaiheittain riittävän pitkän ajan yhtämittaisesti 
ja tukien kulloistakin oppilaan geometrisen ajattelun tasoa. 
Tutkiva ja kokeellinen lähestyminen geometriaan edellyttää opetuksen etenemistä 
oppilaille tutusta kolmiulotteisesta ympäristöstä ja esineistä tasokuvioihin. Oppilaiden 
tulisi löytää ympäriltään geometristen kuvioiden ominaisuuksia ja vasta sitten ryhtyä 
määrittelemään niitä. Geometrian opiskelun yhteydessä on hyvät mahdollisuudet 
käyttää erilaisia luovuutta vaativia ja kehittäviä toiminnallisia tehtäviä, jotka tässä tut-
kimuksessa liitetään kuvataiteen opiskelun yhteyteen. (ks. Mason 1997, 38-53; 2003, 
4-8.) Useissa tutkimuksissa toimintamateriaalin käytöstä matematiikan opetuksessa 
todetaan huolellisesti ja tarkoituksenmukaisesti valitun toimintamateriaalin edistä-
vän uusien matematiikan käsitteiden sisäistämistä ja hallintaa. Toimintamateriaali 
toimii opeteltavan abstraktin käsitteen tai struktuurin havainnollisena mallina. Näin 
opetuksessa voidaan vahvistaa oppilaan matematiikan oppisisältöjen ymmärtämistä 
sekä muistamista. Oppilaissa on synnynnäinen toiminnanvietti sekä aikaansaamisen 
tarve, jolloin käsillä oleva tehtävä vaikuttaa mielessä positiivisesti matematiikan op-
pimiseen. (ks. English 2010, 24-47; Lindgren 1990, 302–303.) Positiivinen asenne 
matematiikan opiskelussa vähentää matematiikkaa kohtaan tunnettua pelkoa. Vain 
onnistumisen kokemuksilla ja elämyksillä voidaan kokea iloa matematiikan opiske-
lussa, ja siten saada lisää itseluottamusta matemaattisten tehtävien suorittamisessa. 
(Perkkilä 2001, 112-115; Rantala 2005, 50-52.) Erilaiset oppijatkin saivat tässä 
tutkimuksessa haasteen monimuotoisten laatoitustehtävien suorittamiseen sekä 
oman taideteoksen luomiseen.
Yhden perustan tämän tutkimuksen geometrian oppimisympäristön kehittämiseen 
antoi Kolbin (1984) kokemuksellisen oppimisen malli. Kolb ymmärtää oppimisen 
kokemukselliseksi prosessiksi, joka muodostuu inhimillisen kognition rakenteesta 
ja ihmisen kasvun ja kehityksen asteesta. Oppiminen on nelivaiheinen sykli, jossa 
välitön, konkreettinen omakohtainen kokemus on perustana havainnoille (engl. 
observation) ja heijastumana syntyvälle pohdiskelulle (engl. reflection). Havaintojen 
perusteella rakennetaan idea, yleistys tai ”teoria” (abstrakti käsitteellistäminen), josta 
voi seurata uudet toiminnat. Nämä ilmenemismuodot toimivat sitten suuntalinjoina 
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uusille kokemuksille. Esitän kuviossa 1 mukaelman Kolbin (1984, 42) kokemuksel-
lisen oppimisen mallista.
VÄLITÖN, OMAKOHTAINEN 
       KOKEMUS 
 (kokemalla oppiminen) 
  AKTIIVINEN TOIMINTA 
  (tekemällä oppiminen) 
  ABSTRAKTI 
   KÄSITTEELLISTÄMINEN 
 (ajattelemalla oppiminen) 
KONVERGOIJA 
- ongelmanratkaisu 
- päätöksenteko 
- deduktiivinen päättely 
- ydinongelmien rajaus 
AKKOMODOIJA 
- toimeenpano 
- johtaminen 
- riskien otto 
DIVERGOIJA 
- mielikuvitus 
- ihmisten ymmärtäminen 
- ongelmien tunnistaminen 
ASSIMILOIJA 
- suunnittelu 
- teoreettisten mallien luominen 
- ongelmien määrittely 
- teorioiden kehittäminen 
POHDISKELEVA  
HAVAINNOINTI 
(katselemalla ja kuuntelemalla 
   oppiminen) 
     tiedostamaton  
    ymmärtäminen  
  tiedostettu 
ymmärtäminen 
  kokemusten  
  muuttaminen 
KUVIO 1. Kokemuksellisen oppimisen malli Kolbia (1984, 42) mukaellen 
Tähän tutkimukseen sovellettuna kokemuksellinen oppiminen määrittyy seuraavasti:
1. Välitön omakohtainen kokemus luo perustan oppimiselle. Opettaja voi 
aloittaa oppijoiden laatoitusta koskevista omista kokemuksista ja käsityksis-
tä. Tavoitteiden määrittely vaikuttaa paljon siihen, kohdistuuko oppilaiden 
valikoiva tarkkaavaisuus opittaviin asioihin vai epäolennaisuuksiin. 
2. Pohdiskeleva havainnointi eli reflektointi korostaa ilmiön eri näkökulmien 
pohdintaa. Oppijat reflektoivat omia kokemuksiaan. Siinä luodaan usein 
pohja uusille käsitteille ja teorioille. Käsiteltävän ilmiön havainnointi ja 
pohtiminen yhdessä oppijoiden kanssa on tärkeä vaihe, kun pyritään tietoi-
seen ymmärtämiseen ja käsitteellistämiseen. Opettajan rooli ohjaajana on 
reflektointivaiheessa erityisen merkityksekäs. Opetusmenetelminä voidaan 
käyttää esimerkiksi opetuskeskustelua. Reflektointivaiheessa oppilaiden omat 
näkemykset avartuvat muiden erilaisten kokemusten ja tulkintojen avulla.
3. Abstraktissa käsitteellistämisvaiheessa pyritään systemaattisella ajattelulla 
muokkaamaan vanhoja ja luomaan uusia käsitteitä ja teorioita. Teoriat ja 
käsitteet jäsentävät omakohtaista kokemusta sekä auttavat sen yleistämi-
sessä ja tietoisessa hallinnassa. Opiskeltavaan asiaan perehdytään tässä 
vaiheessa muun muassa opettajan asiantuntemuksen johdolla.
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4. Aktiivisen ja kokeilevan toiminnan vaiheen tarkoitus on testata kokemuk-
sista, pohdinnoista ja teorioista tehtyjä päätelmiä käytännössä. (Kupias 
2001, 16-25.) 
Kolbin uusimpien ajatusten mukaan kokemuksellinen oppiminen ei ole vain 
koulun käsite, vaan se kuvaa myös oppimistyylejä sekä ihmisen sopeutumista so-
siaaliseen ja fyysiseen ympäristöön. Kyse on siis holistisesta käsitteestä. Taustalla 
on luovuus, ongelmien ratkaisu, päätöksenteko ja asenteiden muuttaminen, jotka 
liittyvät voimakkaasti yhteen tai kaikkiin sopeutumisen perusseikkoihin. (Kolb & 
Kolb 2005, 193-212.) Kokemuksellisen oppimisen malli antaa tässä tutkimuksessa 
mahdollisuuden kartoittaa sitä, miten oppija pystyy oppimaan kokemuksistaan 
oppimisprosessissa tai miten hän pystyy tarkkailemaan, käsitteellistämään ja kokei-
lemaan. (vrt. Opetushallitus 2015, 30, 234.) Oppilaat saavat mahdollisuuden keksiä 
uusia matemaattisia ideoita havaintojensa ja aikaisempien tietojensa perusteella. 
Geometrinen käsitteenmuodostusprosessi edistyy, kun oppimisympäristöön sisältyvät 
toiminnallisuus ja kokemuksellinen oppiminen. (Kirschner, Sweller & Clark 2006, 
75-86.) Kokemuksellista oppimista peräänkuuluttaa uusinkin opetussuunnitelma 
(Opetushallitus 2015, 30).
2.2.2 Ongelmalähtöisyys didaktisena periaatteena
Toinen tärkeä lähtökohta kehittämässäni oppimisympäristössä on ongelmalähtöisyys, 
jossa oppilaat saavat mahdollisuuden itse löytää ja keksiä geometristen kuvioiden 
yhtäläisyyksiä ja eroavuuksia. Geometrian opetusta ja oppimista koskeva tutkimus 
vahvistaa käsitystäni fyysisen kokemuksen tärkeydestä. Jotta oppilaat ymmärtäisivät 
geometrisia kuvioita ja niitä koskevia ominaisuuksia sekä edelleen näiden välisiä 
yhteyksiä, on tarpeen sisällyttää geometrian opetussuunnitelmaan myös konkreet-
tiseen toimintaan perustuvaa ongelmanratkaisua. ( Jones & Mooney 2003, 3-15.) 
Ongelmanratkaisun nostamiseen matematiikan opetuksen tärkeäksi lähtökohdaksi 
on vaikuttanut yhteiskunnallinen kehitys, joka edellyttää enenevässä määrin innova-
tiivisuutta erityyppisten ongelmatehtävien ratkaisemisessa. Tämä kehitys on osaltaan 
lisännyt kansallista ja kansainvälistä ongelmanratkaisun opettamista sekä oppimista 
koskevaa tutkimusta. (esim. Akinoglu & Tandogan 2007; Epelboim & Suppes 2001; 
Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson, Human, Murray, Oliver & Wearne 1996; 
Leppäaho 2007; Pehkonen 1991, 2000; Ruokamo 2000). Soveltavaa matematiikkaa 
pidetään itse asiassa yhtenä syynä suomalaisten menestykseen kansainvälisissä op-
pimisvertailuissakin (Patrikainen 2012, 71).
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa korostetaan ongelmanratkaisun 
keskeistä asemaa vuosiluokkien 6–9 matematiikan opetuksessa (Opetushallitus 2004, 
163). Matematiikan opetuksen keskeisin tavoite onkin arkipäivän ongelmanratkai-
sukyky matematiikan keinoin eli matemaattisen ajattelun välineiden ja käsitteiden 
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avulla. Ongelmalähtöisyyttä voidaan siis pitää didaktisena periaatteena, jonka 
looginen perusta on siinä, että ihminen on potentiaalisesti suuntautunut itsensä ja 
ympäröivän maailman välillä olevien ristiriitojen tavoitteluun, tutkimiseen ja ratkai-
semiseen. (Akinoglu & Tandogan 2007, 71-81.) Tämä aktiivisuuden muoto vastaa 
teoreettista, luovaa ajattelua, jonka kehittäminen asetetaan peruskoulun uudistuvassa 
opetussuunnitelmassa matematiikan opiskelun tavoitteeksi (Opetushallitus 2015). 
Millaisia olisivat ne opetusjärjestelyt, menetelmät ja sisällöt, jotka tukevat geomet-
risten käsitteiden, periaatteiden ja tekniikoiden oppimista? Jo 1980-luvulla Keranto 
(1986, 14) totesi tarvittavan enenevässä määrin ryhmätyömuotoisia ongelmanrat-
kaisutilanteita. Toiseksi tarvitaan ongelmia, jotka eivät ole ratkaistavissa yhdessä 
tunnissa tai vielä lyhyemmässä ajassa. Koulun tulisi ohjata oppilaita soveltamaan 
tietoa luovasti erilaisten ongelmien ratkaisemiseen ja käytännön tehtäviin. Omaa 
vastaustani näihin haasteisiin etsin luomassani geometrian ongelmalähtöisessä op-
pimisympäristössä, jossa pyrkimyksenäni oli parantaa geometrian oppimisen tasoa. 
Oppilaat saivat ratkaistavakseen tasopinnan peittämiseen liittyviä ongelmatehtäviä. 
Yhdysvalloissa kansallinen matematiikan opettajankoulutuksen neuvosto National 
Council of Teachers of Mathematics (NCTM) suositteli vuonna 2000 opettajia 
käyttämään rohkeasti uusia ideoita opetusmenetelmiä valitessaan (Schoenfeld 2002, 
3-25). Sama viesti saatiin myös Suomessa matematiikan didaktiikan tutkimusta 
tehneeltä ryhmältä (Krzywacki ym. 2012). 
Ongelmatilanteita korostavassa opetuksen lähestymistavassa (engl. teaching about 
problem solving) oppilaan ajattelun esittäminen koetaan tärkeäksi. Oppilaiden tulee 
saada harjoitella toiminnallista ja todellista ongelmanratkaisua aidoissa ongelmati-
lanteissa. Nunokawan (2005) tutkimuksessa ongelmat liittyivät todellisiin tilanteisiin 
ja oppilaan kokemuspiiriin. Tuossa lähestymistavassa oppilaan odotetaan hankkivan 
matemaattista sisältöä ja oivaltavan, kuinka uusi sisältö liittyy jo omaksuttuun mate-
maattiseen tietoon. (Nunokawa 2005, 325–340.) Lähestymistapaa voidaan käyttää 
erityisesti uusien matemaattisten ideoiden esittelyn alkuvaiheessa. Toinen lähtökohta 
tällaisen lähestymistavan käyttöön on halu tarjota oppilaalle enemmän informaa-
lia kuin matemaattista tietoa. Tällöin opetuksessa ei haluta painottaa ainoastaan 
opettajan antamien matemaattisten faktojen muistamista. Oppilaita kannustetaan 
matemaattiseen päättely- ja keskustelukulttuuriin sekä väitteidensä argumentointiin. 
Pehkonen ja Tompa (1994, 229–238) pitävät ongelmanratkaisun opetuksessa tärkeänä 
myönteisen ilmapiirin luomista, oppilaiden luovuuden ja tiedollisten valmiuksien 
kehittämistä sekä ongelmanratkaisuasenteiden parantamista. Myös Keranto (1982, 
35–48) korostaa ongelmanratkaisun opetuksessa turvallisen ja myönteisen ilmapiirin 
luomista luokkatyöskentelyyn. Opettajan tulee kannustaa oppilaita eri vaihtoehtojen 
kokeiluun ja uusien ratkaisutapojen etsimiseen. 
Ongelmalähtöisen matematiikan opetuksen suunnittelu ja toteuttaminen on aina-
kin oppikirjasidonnaiselle opettajalle haaste, johon on hyvä tarttua. Oppimisympäris-
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tön suunnittelu edellyttää opettajalta asianhallintaa, luovuutta sekä rohkeutta poiketa 
valmiista oppimateriaalitarjonnasta. Opettajan kokemukset eri-ikäisten oppilaiden 
opetuksesta avartavat näkemystä ja mahdollistavat eri työmuotojen vaihtelun ja jous-
tavan käytön. Edelleen tällainen toiminta myös säilyttää oppilaiden aktiivisuuden ja 
mielenkiinnon. Pari- ja ryhmätyöskentely innostaa oppilaita muun muassa ajatusten 
vaihtoon ja erilaisten ratkaisuvaihtoehtojen pohtimiseen yhdessä. (vrt. Akinoglu & 
Tandogan 2007, 71-81.) Tässä tutkimuksessa lähtökohtana oli oppilaiden yhteinen 
keskustelu tehtävien erilaisista ratkaisutavoista.
Keskinäisen kommunikoinnin ja ylipäätään kielen osuus matematiikan ope-
tuksessa joudutaan usein sivuuttamaan. Samoin useiden oikeiden ratkaisutapojen 
löytäminen sekä vaihtoehtoisten ratkaisujen hakeminen ja niiden vertailu saavat 
liian vähäisen aseman. Opettaja vaikuttaa merkittävästi oppilaiden luomaan kuvaan 
matematiikasta. (ks. Perkkilä 2002; Räty-Záborszky 2006, 244-245.) Alakoulusta 
lähtien koko matematiikan opetus pitäisi perustaa ongelmanratkaisuun kannustavassa 
ilmapiirissä. Oppilaat saavat ohjatun opetuksen avulla ajatella, miksi jotakin opitaan. 
Ongelmalähtöinen opetus etenee kuin ongelmasarja, ja oppilaat oppivat löytäessään 
ratkaisuja näihin ongelmiin. 
Ongelmalähtöinen lähestymistapa tarkoittaakin sitä, että opetus alkaa ongelmien 
asettamisella. Ongelmanratkaisu tarkoittaa tiedon hankkimista. Oppija tulkitsee 
ongelmat olosuhteet huomioon ottaen ja rinnastaa ne aikaisemmin oppimaansa. 
(vrt. Akinoglu & Tandogan 2007, 71-81; Jones 2003, 86-98.) Ongelmanratkaisu 
kehittää oppilaiden luovuutta ja ajattelun taitoja. Ongelmanratkaisun Haapasalo 
(1994, 17) määrittelee prosessina, joka sisältää orientoitumisvaiheen, työstämisvai-
heen, ratkaisuvaiheen sekä lopuksi ratkaisun tulkinnan. Ongelmalähtöisyys tukee 
oppilaan kehitystä, sillä sen avulla tutkitaan, arvioidaan, ollaan vuorovaikutuksessa 
toisten kanssa, keskustellaan ja kehitetään sekä yksilöllisiä että yhteistoiminnallisia 
taitoja. Ongelmalähtöistä opetusta on tutkittu eri tieteenaloilla ja todettu, että sillä 
on suotuisa vaikutus käsitteelliseen oppimiseen, itsenäiseen ja aktiiviseen oppimiseen 
sekä kriittiseen ajatteluun. Ongelmalähtöisen opetuksen on myös todettu kehittä-
vän oppijan ongelmanratkaisukykyä, yhteistoiminnallisuutta, sosiaalisia taitoja sekä 
vuorovaikutustaitoja. (Akinoglu & Tandogan 2007; Berry & Sahlberg 1995; Burton 
1984; Cai 2000; Curcio 1989; Hiebert ym. 1996; Ilmavirta & Pehkonen 1995; Jones 
2003; Kupari 1999; Malaty 2003, 2004; Moses 1982; Pehkonen & Zimmermann 
1990; Pólya 1973; Silver 1985.) 
Ongelmien ratkaisemista voi luonnehtia arkimatematiikan sydämeksi. Näistä läh-
tökohdista voidaan myös ongelmalähtöisen matematiikan opettamisen ajatella olevan 
haaste perusopetuksen opettajille. Geometriset ongelmatehtävät vaativat geometristen 
muotojen havaitsemista ja niihin liittyvien kaavojen soveltamista. Jos ongelmatehtävän 
ratkaisija voi vaikuttaa alku- ja lopputilanteeseen tai molempiin, puhutaan avoimesta 
ongelmasta. Perusopetuksessa avoimet ongelmat ovat käyttökelpoisia erityisesti sil-
36 | Sirkku Korkatti: Geometriaa laatoittamalla?
loin, kun pyritään korostamaan ymmärtämistä ja luovuutta. (Leppäaho 2007, 66–73.) 
Lähtökohtana ongelmalähtöisessä geometrian opetuksessa on oppilaille tutut konk-
reettiset arkielämän tilanteet. Lisäksi tällainen lähestymistapa vahvistaa oppilaiden 
ja opettajien myönteistä asennetta geometriaa kohtaan. Aktiivinen oppimisprosessi, 
jossa sosiaalinen vuorovaikutus on merkittävässä asemassa, johtaa oppimiseen kielen ja 
kommunikoinnin keinoin. (Akinoglu & Tandogan 2007, 71-81.) Opetuskeskusteluissa 
kehitetään oman jo olemassa olevan tiedon käsittelyä ja jäsentelyä sekä uuden tiedon 
oppimista. Ongelmanratkaisutaito kehittyy yhteistyössä ja kommunikoidessa muiden 
kanssa. Lisäksi toisten kuunteleminen edistää myös oppilaiden väittely- ja perustelu-
taitojen kehittymistä. Tässä tutkimuksessa oppilaat saivat mahdollisuuden huomata, 
että ratkaisuun on monta tietä, monta mahdollisuutta, sillä ajattelureittejäkin on useita. 
Bauersfeld (1995, 137–144) antaa kehittämääni oppimisympäristöä tukevan nä-
kökulman tarkastellessaan oppimisprosessia seuraavasti:
1. Opetuksessa mahdollistetaan oppilaiden ja opettajan välinen vuorovaiku-
tuksellinen ja reflektiivinen työskentelykulttuuri.
2. Oppiminen tapahtuu oppilaan konstruoidessa sosiaalisesti elinvoimaista 
tietoa ja välittäessä sitä muille.
3. Tiedon ja käsitteiden merkitys ilmenee sosiaalisessa vuorovaikutuksessa 
käytetyissä ilmauksissa. 
4. Kieli merkitsee sosiaalista kommunikaatioväylää, jolla oppilas ja opettaja 
voivat jakaa kokemuksensa ja tietämyksensä. (vrt. Leslie, Goldman, Mcleod, 
Sievanen, Balasubramanian, Cudney-Bueno, Feuerstein, Knowlton, Lee, 
Pollnac & Samhouri 2013, 1126-1129.) 
Nämä sosiaalisen vuorovaikutuksen tuomat mahdollisuudet geometrian oppimi-
sessa antoivat minulle tutkijana varmuutta tutkimukseni oppimisympäristön didak-
tisille valinnoille. Ongelmalähtöisyys on hyvä lähestymistapa oppimiselle ajassamme, 
joka vaatii nopeita ratkaisutaitoja, luovuutta, sekä uskallusta olla erilainen ja tarttua 
haastaviinkin tehtäviin. 
2.2.3 Geometrian opetuksen integroiminen kuvataiteeseen 
– luovuuden lähde?
Opetustyössä integraatio ilmenee opetussisältöjen jäsentämisenä laajoiksi kokonai-
suuksiksi tai oppiainesten sulauttamista yhdeksi kokonaisuudeksi. Malinen (1985, 
146) määrittelee integroinnin opetuksen eheyttämiseksi muodostamalla mielekkäitä 
opetuskokonaisuuksia. Eriksonin (1986, 275) mukaan integraatio merkitsee opetus-
toiminnan suuntaamista siten, että oppilaan oppiminen muodostaa ajatuksellisesti 
ja emotionaalisesti loogisen kokonaisuuden suhteessa ainekseen. Pirien ja Kierenin 
(1994, 165–190) teoria matemaattisen ymmärtämisen ja ajattelun kehittymisestä 
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kiinnittää huomion oppijan mielikuvan muodostamiseen ja omaksumiseen, mihin 
oppiaineiden integrointi antaa hyviä tilaisuuksia. Leppäahon (2007, 80) tutkimuksen 
oppimisympäristössä pyrittiin tukemaan oppilaan mielikuvanmuodostumisprosessia 
juuri oppiaineiden integroinnilla. 
Mielenkiintoista on myös selvittää perusopetuksen geometrian tarjoamia mahdol-
lisuuksia oppilaan ajattelun, luovuuden ja sosiaalisten taitojen kehittämiseen. Geo-
metrian opetuksellakin voidaan kehittää oppilaan älyllistä kekseliäisyyttä. Keskeistä 
kehittämispyrkimyksessä on oppilaan ja ympäristön välisen vuorovaikutuksen luonne. 
Vuorovaikutus antaa virikkeet kehityksen suunnalle ja nopeudelle. Geometrialla on 
siten oma arvonsa myös oppilaan persoonallisuuden kehityksessä. 
Opetuksen suunnittelussa eräs lähestymistapani oli tarkastella toiminnallisuuden ja 
ongelmalähtöisyyden tuomia mahdollisuuksia uusien asioiden sisällön oivaltamiseen. 
Räty-Záborszkyn (2006, 6–7) mukaan geometriset kuviot kiehtovat oppilaita ja saavat 
heidät ideoimaan omia kuvioita. Tällä tavoin voidaan nähdä matematiikan kauneus. 
Oppilailla tulee olla mahdollisuus hahmottaa, kokeilla, leikata, piirtää, perustella, 
selittää ja kenties värittää geometrisia kuvioita tai kappaleita, jolloin jokainen aisti 
on toiminnassa läsnä ja käytössä. (ks. Chen ym. 2002, 171-187.) 
Integroinnin lähtökohdaksi pohjautuu Freudenthalin (1973, 124–403) näkemys 
geometrian opetuksesta, jonka tulee alkaa järjestämällä matemaattisesti ympäristön 
ilmiöitä, jolloin toiminnan kohteiksi tulevat geometriset kuviot ja kappaleet. Op-
piaineiden integroinnilla voidaan tarjota opetukseen ja oppimiseen oppiainerajat 
ylittävä ongelmalähtöinen näkökulma. (Leppäaho 2007, 19.) Geometrian opiskelu 
omakohtaisen ajattelun ja luovuuden lähtökohdista ei ole itsetarkoitus, vaan keino 
saavuttaa käsitteellinen ymmärrys. (Nakin 2003, 263.) Jos opetukseen otetaan 
mukaan esimerkiksi kuvataiteen aihepiirejä, oppilaiden mahdollisuudet toiminnal-
lisuuteen lisääntyvät huomattavasti. Uuden perusopetuksen opetussuunnitelman 
mukaan kuvataiteen oppimisympäristöt ja työtavat tukevat moniaistista havainnoin-
tia, kekseliäisyyttä ja luovaa työskentelyä, innostavat kehittämään kuvataiteellista 
ja kulttuurista osaamista sekä mahdollistavat työskentelystä nauttimisen yksin ja 
ryhmässä. (Opetushallitus 2015, 116.) Tutkimuksessani oppilaiden tuottamat laa-
toitukset edellyttivät runsasta toimintamateriaalin käyttöä sekä moniaistisuutta ja 
luovuutta työskentelyssä. 
Fisherin (1991, 27) näkemys aivotutkimuksen merkityksestä taiteellisuudessa ja 
geometristen toimintojen sijoittumisessa antaa perustan kuvataiteeseen ohjautu-
miseen geometrian opetuksessa. Mikä sitten on oma taidekäsitykseni? Ajattelen, 
että kuvataiteellinen ilmaisu on luovaa toimintaa. Silloin, kun se ilmentää tekijän 
omaperäisyyttä, mielikuvitusrikkautta ja rohkeutta, voi puhua uuden tuottamisesta. 
Vahvistusta ymmärrykselleni sain myös Aaltosen (2003, 54) ja Ingramin (1979, 
37–40) tutkimustuloksista, joiden mukaan oppijakeskeinen integrointi kuvataitee-
seen mahdollistaa motivoitumisen toiminnallisuudessaan ja luovassa oppimisessaan. 
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Kuvataiteen tuottamisella on myös terapeuttinen vaikutus. Maassamme on kuiten-
kin vähennetty kuvataiteen oppitunteja perusopetuksessa. Näinä aikoina oppilaiden 
käytöshäiriöt lisääntyvät ja sanotaan, että lapset voivat pahoin. Miksi kouluissa ei 
käytetä taideaineiden suomaa mahdollisuutta tukea näitä oppilaita? Miksi kouluis-
samme ei sallita enemmän mahdollisuuksia tuntea onnistumisen iloa kuvataiteellisessa 
ilmaisussa? Liikanen (2009, 92) peräänkuuluttaa taide- ja taitoaineiden merkitystä 
sekä oppilaiden identiteetin vahvistajana että sosiaalisena kokemuksena. Ne syn-
nyttävät luottamusta ja hyvinvointia. Hennessey ja Amabile (1988, 27-28) kuvaavat 
luovuutta ja oppimista yhdistelmänä, jossa yksilö on motivoitunut tekemiseensä ja 
tuntee sitä kohtaan aitoa rakkautta. Tämä puolestaan lisää ymmärrystä ja uusien 
ideoiden tuottamista. Luomisprosessi on pitkään jatkuvaa työtä, se voi edetä useiden 
välitavoitteiden kautta. (Nakin 2003, 28.) Luomisprosessi muotokuvamaalauksessa 
ja tieteellisessä tutkimustyössä tarkoittaa monia yhteisiä elementtejä. Kumpikin 
prosessi etenee välitavoitteiden kautta ja vaatii runsaasti aikaa ajatella ja vapaata 
tahtoa työskennellä. Tärkeää molemmissa prosesseissa on myös työn valmistuminen.
Luovuus-käsitettä voidaan valottaa esimerkiksi omaperäisyyden ja kekseliäisyyden 
käsitteillä. Luokkahuoneessa ilmenevä luovuus voi ilmetä oppijan ”ahaa”-elämyksenä. 
(Nakin 2003, 28-29.) Opetuksen tavoitteena on tukea oppilaan oppimismotivaatiota 
ja uteliaisuutta sekä edistää hänen aktiivisuuttaan, itseohjautuvuuttaan ja luovuuttaan. 
Luovuutta on kaikissa oppilaissa ja sitä kannattaa harjoittaa. Onnistumisen kokemuk-
set vahvistavat uskoa omaan oppimiskykyyn. (Opetushallitus 2004, 18.) Opettamista 
koskevat näkemykset korostavat muun muassa oppilaan ajattelun ymmärtämistä, 
konkreettisen oppimateriaalin tarjoamista sekä oppilaiden persoonallisuuden kehi-
tyksen erojen tunnistamista, jolloin luovuuskin saa oman merkityksensä. Luovuus on 
kaikessa kehityksessä keskeinen vaikuttaja. Luovuustutkimus määrittääkin yksilön 
lapsuuden ja nuoruuden kasvatukseen ja opetukseen liittyvät kokemukset tärkeik-
si luovuuden kehittymisessä ja muodostumisessa. (Kaufman & Sternberg 2006, 
491–493.) Luovuuden ilmeneminen ei aina ole yksiselitteisesti mitattavissa. Sriraman 
(2005, 20-36) pohtii tutkimuksessaan matemaattisen lahjakkuuden ja matemaattisen 
luovuuden välistä yhteyttä. Tutkimustulos ei tyhjentävästi paljasta, merkitsevätkö ne 
samaa. Matemaattisesti lahjakas ja luova yksilö on omaperäinen ratkaisuissaan, osaa 
soveltaa matematiikkaa ja epätyypillisiä ratkaisumenetelmiä sekä hänellä on paljon 
potentiaalia ja poikkeuksellinen ongelmanratkaisukyky. Maailman historia tuntee 
luovia yksilöitä kuten Leonardo da Vinci (1452-1519) ja Einstein (1879-1955), 
jotka edustivat aikanaan myös matemaattista lahjakkuutta.
Luovuuden analyysissä olisi otettava huomioon neljä toisiinsa liittyvää tekijää, 
jotka ovat fyysinen todellisuus, henkinen todellisuus (oppijan tiedot), sosiaaliset 
ryhmät ja kulttuuri (Nakin 2003, 30). Luovan työskentelyilmapiirin perusaineksia 
ovat muun muassa yksilön hyväksyminen sellaisena kuin hän on, ennakkoluulotto-
muus, tavoitteellisuus sekä luovan toiminnan arvostus. Positiivisella kannustuksella ja 
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palautteella on merkittävä vaikutus oppimisprosessissa. (Chen ym. 2002, 171-187.) 
Osa luovuustutkijoista määrittelee luovuuden ongelmanratkaisukyvyksi. Esimerkiksi 
Simon (1967) määrittelee luovan ajattelun ja ongelmanratkaisukyvyn samanlaisiksi 
kognitiivisiksi prosesseiksi (vrt. Silver 1997, 75-80). Simonin (1967, 43–45) mukaan 
pitkäjänteisyys, motivoituneisuus ja intensiivisyys ovat tyypillisiä luovan ajattelun 
piirteitä ja luovan ajattelun prosessit ovat enimmäkseen alitajuisia. Tämän takia harva 
osaa kuvailla luovaa ajatteluprosessiaan tyhjentävästi. Nakin (2003) tarkastelee tutki-
muksessaan, missä määrin geometrian opetus edistää luovuutta ja erilaista ajattelua. 
Hänen tutkimuksensa vahvistaa luovuuteen ja erilaiseen ajatteluun kannustavan 
opetuksen edistävän geometrisen tiedon ymmärrystä. (Nakin 2003, 251.) Chen ym. 
(2002, 171-187) tekivät tutkimuksen, jossa luovuutta tarkasteltiin amerikkalaisten 
ja kiinalaisten tutkimushenkilöiden geometristen muotojen tuottamisessa. Tutkimus 
osoitti luovuuden olevan kulttuurisidonnaista ja sisältävän monenlaisia toimintoja, 
esimerkiksi tieteellisten teorioiden, taideteosten, kirjallisten esitysten, kuten romaa-
nien ja runojen, sekä arkkitehtonisten rakennusten tuottamista. 
Zimmermann (2000, 55-62) peräänkuuluttaa joustavia ja luovia opettajia, jotka 
haluavat opettaa matemaattista ongelmanratkaisua. Kuinka autetaan, rohkaistaan ja 
motivoidaan opettajia tähän työhön? Opetuksen ongelmalähtöisyys voidaan tulkita 
yhtälailla joustavien ja luovien opettajien avoimeksi lähestymistavaksi. Avoin lä-
hestymistapa on opetusmenetelmä, joka tukee Pehkosen (2000, 249–255) mukaan 
menetelmällistä oppimista samoin kuin avoimet oppimisympäristöt, joissa oppilaat 
voivat käsitellä todellisia ongelmia, olla aktiivisia ja oppia luonnollisissa olosuhteissa. 
Luokkatilanteessa avointa lähestymistapaa toteutetaan käyttämällä avoimia ongelmia, 
joihin on olemassa useita erilaisia ratkaisuvaihtoehtoja. Avoimia ongelmia voivat 
olla esimerkiksi tutkimustehtävät, itse muotoillut ongelmat, arkielämän tilanteet ja 
erilaiset projektit. (Pehkonen 2000, 251.) Toimintatilanteessa oppilaita rohkaistaan 
vertailemaan vastauksiaan keskustellen. Avoin lähestymistapa on opetusmenetelmä, 
joka painottaa oppilaan ymmärrystä ja luovuutta. Panostin tätä tutkimusta varten 
kehittämässäni oppimisympäristössä avoimen lähestymistavan tuomiin mahdolli-
suuksiin, oletuksena sen luovuutta tukeva vaikutus.
Kansanen ja Uusikylä (2002, 43) määrittelevät uusien asioiden keksimisen ja 
uteliaisuuden kaiken uuden oppimisessa luovuudeksi, joka edellyttää tilaa omille 
ajatuksille (vrt. Nakin 2003, 31). Koulun kasvatuksen ja opetuksen tarkoitus on 
tuottaa ajattelevia, kriittisiä, kekseliäitä ja luovia jäseniä teknistyvään yhteiskuntaan. 
Tämä aika tarvitsee luovia osaajia, jonka tarpeen opetussuunnitelmien laatijatkin 
ovat tiedostaneet. Luovuuden kehittäminen on sisällytetty moniin oppiaineisiin. 
Ongelmanratkaisutaitoa on pidetty tärkeänä eri oppiaineissa, sillä se pohjaa luovaan 
ajatteluun ja toiminnallisuuteen. Opettajan suhtautuminen luovuuteen ja toiminnalli-
suuden toteuttaminen opetuksessa ovat siten varsin yksilöllisiä. Opetussuunnitelman 
tulee sallia luovuus lapsissa – sallia heidän tutkia, keksiä ja kehittyä luovuudessa. 
40 | Sirkku Korkatti: Geometriaa laatoittamalla?
(Opetushallitus 2004, 18.) Alakoulussa oppilaat ovat aktiivisempia, valmiimpia itsensä 
ilmaisuun ja kokeiluihin kuin myöhempinä kouluvuosina. Opettajan myönteinen suh-
tautuminen matematiikkaan välittyy oppilaillekin. Malaty (1997, 51–90) luonnehtii 
matematiikan maailmaa ihmeelliseksi, kauniiksi ja älykkääksi kokonaisuudeksi, jossa 
ensimmäisten kouluvuosien kokemukset ja tunteet vaikuttavat pitkälle tulevaisuuteen 
ja matematiikan oppimiseen. Omat pikkuoppilaani suhtautuivat hyvin myönteisesti 
matematiikkaan ja suorastaan intoutuivat geometrian opiskelusta. Alkuopettajilla 
onkin Perkkilän (2001, 112-115) tutkimuksen mukaan haastava tehtävä matematii-
kan opiskelun perustan rakentamisessa. Muutos eri oppiaineisiin suhtautumisessa on 
suurimmillaan 5.–7.-luokkalaisten keskuudessa, jolloin omat saavutukset suuntaavat 
eniten suhtautumistapaa. Näitä tutkimustuloksia olisi syytä kunnioittaa aikana, jolloin 
kannustetaan luovuuteen ja ihmetellään jopa matematiikan perustaitojen heiken-
tyneen. Luokanopettajuus on muutoksessa. Erityistä tukea tarvitsevien oppilaiden 
sopeuttaminen inkluusiossa lähikoulujen normaaliluokkiin edellyttää opettajalta 
uudenlaista asennoitumista, monipuolista oppimateriaalia ja vahvaa innostusta. 
Tarvitsemme opettajia, jotka uskaltavat tehdä opiskelusta seikkailun yrityksineen ja 
erehdyksineen, kokeiluineen ja faktoineen. Voiko kaikille yhteinen koulu syntyä ilman 
luovuutta? Koulun tulisi olla paikka, jossa pohditaan ja mietiskellään asioita, tunnetaan 
ja herätetään oivaltamisen iloa, viritellään luovuutta ja luodaan näin tyytyväisyyttä 
omaan osaamiseen. (Aebli 1991, 305-324; Csikszentmihalyi 1997.) Huomio on 
kiinnitettävä oppilaan ajattelun kehittämiseen eikä niinkään oppilaan taidoille tiedon 
hankinnassa ja prosessoinnissa. Matematiikan opetuksen ja opiskelun tulisi sisältää 
enemmän pohdintaa ja käyttää enemmän oppilaan aikaisempia opiskelukokemuksia.
Opetussuunnitelmassa tulisi näkyä, ettei luovuus kuulu vain taideaineisiin. Ope-
tussuunnitelma onkin merkityksellinen siinä, miten luovuutta ja toiminnallisuutta 
tulevaisuudessa voidaan kouluissamme toteuttaa. Uuden opetussuunnitelman laatijat 
ovat onnistuneet tehtävässään. Oppimisympäristön merkitys on tiedostettu oikein. 
(ks. Opetushallitus 2015.) Miksi sitten oppilaita pitäisi ohjata itsenäiseen, luovaan 
ajatteluun ja toimintaan oppimisessa? Fryerin (1996, 122) vastaus on, että luova 
ajattelu ja toiminta auttavat selviämään muuttuvissa olosuhteissa. Aikamme korostaa 
innovatiivista tuottamista ja uskallusta. Matematiikan opettajia Pehkonen (2004, 
32-37) kehottaakin itsekehitettyihin tehtäviin ja oppikirjan tehtävien edelleen muo-
toiluun. Opettajien innostus ja luovuus ovat hänen mielestään edellytys oppilaiden 
matemaattisen luovuuden kehittymiselle.
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3 Geometrisen ajattelun kehittyminen
3.1 Yleiskuvaus ajattelun tutkimuksesta 
Tarkasteluni nojautuu Piaget’n (1977) teoriaan lapsen kognitiivisesta kehityksestä 
sekä Fisherin (1991) malliin ajattelun taidoista. Ajattelun taidoiksi Fisher (1991, 
35) luettelee 1) luovan ajattelun, 2) kriittisen ajattelun ja 3) ongelmanratkaisun, 
jotka kaikki voidaan sisällyttää myös matemaattiseen ajatteluun. Luova ajattelu tar-
koittaa omaperäisten ajatusten tuottamista ja vaatii kiireetöntä oppimisympäristöä. 
Opettajan on uskallettava poiketa opetussuunnitelman ja oppikirjojen asettamista 
rajoista. Näin tehtiin tässä tutkimuksessa, jossa oppilaat saivat toteuttaa luovuuttaan 
valitsemalla geometrisia muotoja ja värejä ja sommittelemalla niistä laatoituksia. 
Rajoittunut ympäristö on este kaikelle luovalle toiminnalle. Luovuus edellyttää 
käytännössä tunnetta ja ajattelua. Luova asenne yhdistyy ajattelun kognitiivisiin 
taitoihin, tiedonhaluun, riskinottoon sekä tunnepitoisiin ominaisuuksiin ja asen-
teisiin. Oppiminen kriittiseen ajatteluun tarkoittaa uskallusta tehdä kysymyksiä ja 
valmiutta päättelyyn. Kysymyksillä on ratkaiseva merkitys oppilaan ajattelun tason 
ja laadun ilmentäjinä esimerkiksi opetuskeskustelussa. Tämän tutkimuksen opetus-
tapahtumassa opettajan kysymysten halutaan johtavan uuden asian keksimiseen tai 
uuden probleeman idean löytämiseen. Yhteisen ongelman parissa työskenteleminen 
eli ongelmanratkaisu harjoituttaa ryhmätyötaitoja ja laajentaa ajattelun verkostoa. 
Ratkaisevaa onkin, miten opettaja kohtaa erilaiset ajattelijat ja voi vahvistaa heidän 
oppimistaan. 
Ajattelun tutkimuksen keskiössä on ihmisen tietojen prosessointi, jolla on todettu 
olevan informaatioyhteiskunnassa hyvin keskeinen asema ( Johnson-Laird 1983). 
Tässä tutkimuksessa ajattelua tarkastellaan matemaattisen tiedon prosessoinnin 
näkökulmasta. Matematiikalla onkin hyvin keskeinen asema oppiaineena oppilaan 
ajattelun kehittämisessä. Matemaattinen ajattelu on enemmän kuin laskemista. Se 
on ajattelua, joka tarkastelee todellisuutta ja omaa toimintaa abstraktisti. (Aebli 1980, 
209; 1991, 247–251.) Ongelmalähtöisessä oppimisessa oppilas joutuu vuorottelemaan 
kriittisen ajattelun ja luovan ajattelun välillä siirtyen idean kriittisestä arvioinnista sen 
kehittämiseen. (McGregor 2007.) Matematiikan perusopetuksen yhtenä tavoitteena 
on johdonmukaiseen ajatteluun opettaminen. Matemaattisen ajattelun kehittymisen 
osalta opetussuunnitelma tuo esiin ajattelun loogista ja luovaa luonnetta. Lisäksi 
korostetaan kommunikoinnin taitojen osuutta ajattelua aktivoivana ja syventävänä 
tekijänä. (Opetushallitus 2015.) 
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Saariluoman, Kamppisen ja Hautamäen (2001) mukaan ajattelu tarkoittaa henkistä 
toimintaa, jossa havainnoista ja muistista saadun aineksen perusteella tavoitellaan 
tietyn ongelman ratkaisemista. Ajattelu voi irrota konkreetista tilanteesta eli olla abst-
raktia. Ajattelu tapahtuu yleensä käsitteiden varassa. Ajatteluaan voi kehittää muo-
dostamalla ja käyttämällä abstrakteja käsitteitä. Eysenck ja Keane (2005, 109–111) 
korostavat, että ajatteluprosesseja tarvitaan vasta, kun tilanne edellyttää luovuutta. 
Tällöin ratkaisevaksi muodostuu kyky hahmottaa tilanne oikein. Ajatteluprosessit 
voidaan heidän mukaansa jakaa seuraavasti:
1. Kategorioinnissa eli luokittelussa ihmisen on kyettävä sijoittamaan joukko 
objekteja samaan luokkaan. Ajatteluntutkimuksen kannalta olennaista 
on, millä perusteella ihminen luokittelee objektin. Tunnettu ratkaisu on 
erotteleviin piirteisiin perustuva luokittelu. Mallin mukaan jokaisella 
käsitteellä on jokin kaikkien sen alaan kuuluvia olioita yhdistävä, katego-
riaan kuuluvien ratkaiseva piirrejoukko. Tämän tutkimuksen yhteydessä 
kategoriointi kohdentuu geometristen kuvioiden luokitteluun.
2. Päätöksentekotilanne on ehkä tutkituin kaikista ajattelua kuvaavista tilan-
teista. Päätöksiä tehdessään ihmisen on valittava kahden tai useamman 
vaihtoehdon välillä. Päätöksentekoa on tutkittu muun muassa logiikan 
ja matematiikan välinein. Tällöin on kyse siitä, miten paras mahdollinen 
päätös voidaan tehdä matemaattisesti rationaalisella tavalla. Päätöksenteko 
kuormittaa työmuistia hyvin paljon. Työmuistilla onkin todettu olevan 
yhteys oppimisvaikeuksiin. (ks. Lyytinen, Ahonen, Korhonen, Korkman 
& Riita 2005, 263.)
3. Päättelytilanteessa on kyse formaalista logiikasta ja siitä, miten ihminen 
ratkaisee loogisia tehtäviä. Tässä tutkimuksessa geometrian testit sekä 
oppimisympäristössä esiin tulevat ongelmatehtävät edellyttävät loogista 
ajattelua. 
4. Ongelmanratkaisua ajatteluprosessina käsiteltiin luvussa 2.2.2. Matema-
tiikan opetuksen kritiikki kohdistuu siihen, että matematiikan opetuksessa 
ei juurikaan kyetä kehittämään oppilaiden matemaattista ajattelua ja 
ongelmanratkaisutaitoja (ks. Kupari 1999).
Oppimisprosessin kulussa ongelmanratkaisu näyttäytyy satunnaisten ongelmateh-
tävien ratkomisena, muttei esimerkiksi ongelmanratkaisustrategioiden opiskeluna tai 
opetuksen ja opiskelun ongelmalähtöisyytenä ja työskentelymenetelmänä (Patrikainen 
2012, 3-4). Tämän tutkimuksen yhteydessä toimittiin edellisen väitteen vastaisesti, 
sillä ongelmalähtöisyys oli juuri didaktinen valinta. Opetuksen suunnittelun ja toteu-
tuksen tasolla menetelmien valinnan ongelma tiivistyy kysymyksiin: Miten opetuksen 
avulla voidaan saada aikaan muutoksia oppilaan ajattelussa? Miten aktivoidaan oppilas 
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itsenäiseen ajatteluun? (Hakkarainen & Korkiakangas 1980, 55.) Muina samansuun-
taisina tavoitteina esiintyvät toisaalta täsmällisen ja loogisen ja toisaalta taas luovan 
matemaattisen ajattelun kehittyminen sekä matematiikan merkityksen havaitseminen 
(Patrikainen 2012, 309). Opettajan on siten tärkeä pohtia oppimisympäristön mer-
kitystä ajattelun kehittämiseksi. Oppilas ei selviä oppimistapahtumassa, ellei hänellä 
ole kykyä selittää ja ymmärtää ajatuksia siten, että niistä voidaan muodostaa uusia 
ajatuksia ja tehdä päätelmiä. Krzywacki ym. (2010) tarkastelevat suomalaisia mate-
matiikan opetuksen kehittämiseen tähtääviä opetuskokeilututkimuksia. Lähtökohtana 
näissä tutkimuksissa on, että oppimisympäristö ja käytetty oppimateriaali muuttavat 
tapaa opiskella ja oppia matematiikkaa ja siten kehittävät oppilaiden ajatteluprosesseja 
ja ongelmanratkaisutaitoja (ks. esim. Haapasalo 1998b; Keranto 1990; Leppäaho 
2007; Ruokamo 2000). Geometrian osalta vastaavia oppilaiden ajatteluprosessiin 
ja ongelmanratkaisutaitoon liittyviä oppimisympäristötutkimuksia ei Suomessa ole 
juurikaan tehty 2000-luvulla (Porttila 2003).
3.2 Geometrisen ajattelun määrittelyä
Geometrialla on matematiikan itsenäisenä osa-alueena oma erityismerkityksen-
sä. Tärkeimpänä voidaan pitää geometrian yhteyttä ympäröivään todellisuuteen. 
Geometrian oppiminen edellyttää vaiheittaista geometrisen ajattelun kehittymistä. 
Ajattelun kehitys tapahtuu parhaimmillaan juuri perusasteella. (Halinen, Hänninen, 
Joki, Leino, Näätänen, Pehkonen, Pehkonen, Sahlberg, Sainio, Seppälä & Strang 
1991.) Perusopetuksessa geometrian oppimista rakennetaan konkreetin toiminnan, 
visuaalisen hahmottamisen ja yhteisen geometrian kielen avulla. Geometrisen ajat-
telun kehittyminen edellyttää, että oppilaalla on todellinen mahdollisuus hankkia 
monipuolinen ja realistinen kuva geometrisesta toiminnasta, geometrian tiedon 
perusteista ja käytöstä eri tilanteissa. (Keranto 1993, 83–94; Nakin 2003.) Opettajan 
on tunnettava oppilaan ajattelu ja tukeuduttava oppilaalle tuttuihin seikkoihin. 
Geometrinen ajattelu on ollut tutkijoiden mielenkiinnon kohteena useiden 
vuosikymmenien ajan (Ahuja 1998; Battista 2007; Clarkson 2003; Clements 
2004; Dindyal 2007; van Hiele 1957, 1986, 1999). Lukuisat tutkimukset perus-
tuvat geometrisen ajattelun kehitystarkasteluissa van Hielen (1957) teoriaan, jota 
tarkastelen luvussa 3.4 yksityiskohtaisemmin. Geometrisen ajattelun kehittyminen 
noudattaa Piaget’n (1965, 1970) henkisen kehityksen mallia. Hänen mukaansa 
loogis-matemaattiset kokemukset ovat tärkeä vaikutin ajattelun kehittymiselle. 
Tällä tarkoitetaan yleisestä yksityiseen johtavaa päättelyprosessia. Piaget’n (1965, 
712–716) mielestä on välttämätöntä, että lapsilla on konkreettista, käsin koske-
teltavaa materiaalia (ei vain kuvia) ja että he muodostavat omia hypoteesejaan ja 
todentavat niitä omalla toiminnallaan. Koulunsa aloittava lapsi on Piaget’n luoki-
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tuksessa keskimäärin esioperationaalisen kauden ja konkreettisten operaatioiden 
kauden siirtymävaiheessa. Lapsi ajattelee kokonaisuuksia sekä pystyy keskittymään 
yleensä vain lyhyen aikaa ja yhteen yksityiskohtaan kerrallaan. Abstraktien käsit-
teiden vastaanottokyky on tässä vaiheessa vielä rajoittunut, joten käsitteillä pitää 
olla konkreettinen vastine. 
Wittman (2001, 1-20) pohtii Piaget’n teoriaa lapsen ajattelun kehittymisestä. 
Konkreettisten operaatioiden kaudella ajattelu perustuu käsitteisiin, jotka ovat yh-
teydessä konkreettiin todellisuuteen. Käsiteltävänä oleva asia on konkreettinen siinä 
määrin, kun se voidaan välittömästi aistia. Formaalisten operaatioiden kausi eroaa 
konkreettisten operaatioiden kaudesta pääosin siinä, että tällöin voidaan käsitellä 
mahdollisia, mutta ei välttämättä olemassa olevia asioita. Koulun alkuvaiheessa lapsi 
oppii muodostamaan käsitteitä ja suhteuttamaan niitä toisiinsa. Käsitteet ovat osia 
käsitejärjestelmästämme. Oma käsitejärjestelmämme on ajattelumme ja oppimisem-
me tuote. Käsitejärjestelmä on yksilöllinen ja ainutlaatuinen. Perustana on se, että 
hallitsemme entuudestaan omien alueidemme käsitejärjestelmät. (Kallonen-Rönkkö 
1986, 4.) Fisher (1991, 69) pitää arviointia eli kriittistä ajattelua korkeimpana kuudesta 
ajattelun taidosta. Hänen mukaansa tietäminen edellyttää tutkimiseen tarvittavia 
tosiasioita, ymmärtämisestä seuraa kysymysten kyseenalaistaminen ja soveltaminen 
tarkoittaa ongelmien ratkaisemista. Edelleen Fisher (1991) tarkastelee analysointia, 
jolloin tutkitaan käsitteitä, yhdistäminen hänen ajattelussaan tarkoittaa taitojen ke-
hittämistä ja arviointi uudelleentarkastelun oppimista. Esittelen kuviossa 2 Fisherin 
mallin ajattelun taidoista. 
KUVIO 2. Fisherin (1991) malli ajattelun taidoista
Piaget (1970) tutki loogista päättelyä lapsen kypsymisen kannalta ja kehitteli Iden-
tity Negation Reciprocity Correlativity (INRC) -mallin päättelyjen muunnoksista. 
Mallin sovellettavuutta on kritisoitu samoin kuin sitä, ettei Piaget ottanut huomi-
oon päättelyprosessien tilannesidonnaisuuksia. Piaget’laisen tiedon soveltaminen 
opetukseen edellyttää kuitenkin opetustilanteiden tutkimista, joten opetuksen laatu 
vaikuttaa olennaisesti ajattelun kehittymiseen. (Malinen 1998, 5-19.) Tässä tutki-
muksessa Piaget’n teoria ei anna täyttä pohjaa geometrisen ajattelun tarkastelulle, 
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vaan kehittymistä tarkastellaan van Hielen teoriaan perustuen. Piaget’n ja van Hielen 
näkemykset geometrisen ajattelun kehityksestä ovat synnyttäneet myös vertailevaa 
tutkimusta (ks. esim. Pandiscio & Orton 1998, 78-87).
Perusopetuksessa korostetaan oppilaan geometrisen ajattelun kehittymisen tu-
kemista (Opetushallitus 2015). Lähtökohtana opetuksessa on oppilaan oma tuttu 
kolmiulotteinen ympäristö ja sen avaruudellinen hahmottaminen. Avaruudellisella 
hahmottamisella tarkoitetaan kykyä tunnistaa, erotella ja luokitella visuaalisia ha-
vaintoja aikaisempien kokemusten pohjalta. (Leino 1989, 11-22.) Avaruudellisen 
hahmottamisen valmiudet vaikuttavat paitsi geometrian opiskeluun myös yleisim-
min oppilaan kykyyn orientoitua ympäristöönsä (ks. Clements 2004, 60-66). Ala- 
koulussa lapsen ajattelu on Piaget’n (1977) kehitysteorian mukaan konkreettisten 
operaatioiden tasolla. Käsitteet ovat sidoksissa konkreettisiin havaintoihin, esineisiin 
ja toimintaan. Lapsi kokeilee käsitteitä ajatuksissa ja punnitsee tarkoitteita käytän-
nössä. Piaget’n opettamista koskevat näkemykset korostavat muun muassa lapsen 
ajattelun ymmärtämistä. (Piaget 1988.) Uuden käsitteen opettamiseen voi soveltaa 
ongelmalähtöistä lähestymistapaa melko luontevasti. On vain keksittävä käsitteen 
tarkasteluun sopiva konkreettinen tilanne. Geometrinen ajattelu on alimmalla tasolla 
kokonaisvaltaista ja visuaalisesti painottuvaa. Ylemmillä tasoilla korostuu verbaali-
sen ja loogisen tiedon merkitys, ja tiedon prosessointi muuttuu analyyttisemmäksi. 
(vrt. Pandiscio & Orton 1998, 78-87.) Tällä perusteella kyseessä on geometrisen 
tietämyksen omaksuminen. Hofferin (1981, 11-18) mukaan geometria on melko 
selvästi visuaalinen oppiaine, mutta vaatii enemmän kielen käyttämistä kuin muut 
matematiikan osa-alueet. Hoffer (1981) kuvasi viisi geometrian avulla opittavaa taitoa. 
Taulukko 1 havainnollistaa, miten Pehkonen (1985, 70) on esittänyt nämä taidot. 
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TAULUKKO 1. Hofferin (1981) geometrian avulla opittavat taidot Pehkosen (1985, 70) mu-
kaan
taso / taito tunnistaminen analysointi järjestäminen päättely matemaatti-
nen täsmälli-
syys
visuaalinen 
taito
Tunnistaa eri 
kuviot kuvasta. 
Tunnistaa kuvi-
oon liitetty tieto.
Huomata kuvion 
ominaisuuksia. 
Huomata kuvio 
suuremman 
kuvion osana
Tunnistaa erityyppis-
ten kuvioiden välisiä 
suhteita. Tunnistaa eri-
tyyppisten kuvioiden 
yhteisiä ominaisuuksia.
Käyttää kuvi-
osta saatavaa 
tietoa päätel-
läkseen uutta 
tietoa.
Tunnistaa ku-
vioita käyttäen 
tehtyjä perus-
telemattomia 
oletuksia.
verbaali-
nen taito
Liittää oikean 
nimen annet-
tuun kuvioon. 
Tulkita lauseita, 
jotka kuvailevat 
kuvioita.
Kuvailla täsmäl-
lisesti kuvion 
vaihtelevia 
ominaisuuksia.
Määritellä sanoja 
täsmällisesti ja tarkasti. 
Muotoilla lauseita, 
jotka osoittavat kuvioi-
den välisiä suhteita.
Ymmärtää 
erot määri-
telmien ja 
lauseiden 
välillä. Tun-
nistaa, mitä 
probleemassa 
on annettu ja 
mitä vaadi-
taan.
Muotoilla tun-
nettujen tulos-
ten yleistyksiä. 
Kuvailla erilaisia 
deduktiivisia 
systeemejä.
piirtämis-
taito
Tehdä malli-
kuvapiirroksia 
nimeten täsmäl-
lisesti annetut 
osat.
Muuntaa annet-
tu sanallinen 
tieto kuvaan. 
Käyttää kuvion 
annettuja 
ominaisuuksia 
kuvioiden piirtä-
miseen tai konst-
ruoimiseen.
Annetusta kuviosta 
lähtien kyetään konst-
ruoimaan toisia kuvioi-
ta, jotka ovat tietyssä 
suhteessa annettuun 
kuvioon.
Tunnistaa, 
milloin 
ja kuinka 
käyttää 
apupiirroksia 
kuviossa. 
Päätellä anne-
tusta tiedosta, 
kuinka piirtää 
tai konstru-
oida tietty 
kuvio.
Ymmärtää 
erilaisten piirtä-
misvälineiden 
rajoitukset 
ja mahdol-
lisuudet. 
Esittää kuvin 
epätavallisia 
käsitteitä eri 
deduktiivisissa 
systeemeissä.
looginen 
taito
Todeta, että ku-
vioiden joukossa 
on olemassa 
eroavaisuuksia 
ja samanlaisuuk-
sia. Ymmärtää 
kuvioiden muo-
don säilyminen 
eri asennoissa.
Ymmärtää, että 
kuviot voidaan 
luokitella eri 
tyyppeihin. 
Todeta, että 
ominaisuuksia 
voidaan käyttää 
erottamaan 
kuvioita.
Ymmärtää hyvän mää-
ritelmän ominaisuudet. 
Käyttää kuvioiden 
ominaisuuksia mää-
rittääkseen sisältyykö 
kuvioluokka toiseen.
Käyttää logii-
kan sääntöjä 
todistusten 
luomiseen. 
Kykenee 
päättelemään 
annetusta 
tiedosta 
seurauksia.
Ymmärtää 
oletusten ja 
aksioomien 
rajoitukset ja 
mahdollisuu-
det. Tietää, 
milloin aksio-
misysteemi on 
riippumaton, 
ristiriidaton ja 
kategorinen.
soveltamis-
taito
Huomata geo-
metrisia muoto-
ja fysikaalisissa 
objekteissa.
Tunnistaa fysi-
kaalisten objek-
tien geometrisia 
ominaisuuksia. 
Esittää fysikaali-
set ilmiöt pape-
rilla tai mallissa.
Ymmärtää sellaisen 
matemaattisen mallin 
käsite, joka esittää 
objektien välisiä suh-
teita.
Kykenee 
päättelemään 
objektien 
ominaisuuk-
sia annetusta 
tai päätellystä 
tiedosta. 
Kykenee 
ratkaisemaan 
probleemoja, 
jotka liittyvät 
objekteihin.
Käyttää mate-
maattisia mal-
leja esittämään 
abstrakteja 
systeemejä. 
Kehittää mate-
maattisia mal-
leja kuvaamaan 
fysikaalisia, 
sosiaalisia ja 
luonnonilmi-
öitä.
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Pehkosen (1985, 70) mukaan geometrian opettamista taidoista visualisointikyky 
on hyvin keskeinen ympäristön jäsentämisen kannalta. Geometrian mahdollisuuksia 
ei käytetä yleensä riittävästi hyväksi visuaalisten taitojen harjoittamiseen (de Villiers 
2010, 8; Nakin 2003, 83). Vaikuttaa kuitenkin siltä, että pelkkä oppisisältö ei tuota 
tulosta geometrisen ajattelun kehittämispyrkimyksissä, vaan suuri merkitys on myös 
sillä, miten tehokkaasti käytetyt opetusmenetelmät tukevat oppilaiden geometrisen 
ajattelun kehittymistä. de Villiers (1987) määritteli kuusi geometrisen ajattelun 
luokkaa, joista viisi ensimmäistä tulevat tarkasteltavaksi tässäkin tutkimuksessa:
1. kuviotyyppien tunnistaminen (taso 1)
2. käsitteiden käyttö ja ymmärtäminen (taso 2)
3. kuviotyyppien ominaisuuksien sanallinen kuvaaminen (taso 2)
4. hierarkkinen luokittelu (taso 3)
5. lyhyt päättely (taso 3)
6. pidempi päättely (taso 4) (Gutierrez & Jaime 1998, 29.)
Niin Hoffer (1981) kuin de Villierskin (1987) perustivat ajatuksensa luvussa 3.4 
tarkasteltavaan van Hielen geometrisen ajattelun tasoluokitukseen. Tässä tutkimuk-
sessa oppimistavoitteeksi asetettiin Hofferin (1981) mukaan visualisointikyvyn sekä 
soveltamistaidon osalta tunnistamien, analysointi ja järjestäminen. Verbaalisten taito-
jen oletettiin ilmenevän tasoilla 1, 2 ja 3 reflektoivassa opetus/oppimiskeskustelussa 
ja edelleen piirtämistä koskevat taidot tasoilla 1, 2 ja 3 olivat tarpeen projektityön 
toiminnallisissa vaiheissa. Loogisten taitojen osalta oppilailta odotettiin ennen kaik-
kea osaamista geometrian testeissä suoriutumisessa. Näiden taitojen saavuttamista 
tarkastelen lähemmin tutkimuksen tulosten yhteydessä luvussa 8.1. 
3.3 Käsitteellistäminen geometrisen ajattelun kehittymisessä 
Käsitteet ovat sanojen merkitysten mielessä olevia esityksiä, joiden tehtävä on ensiar-
voisen tärkeä inhimillisen tiedon luomisessa ja kehittämisessä, koska ajattelu perustuu 
käsitteisiin (Saariluoma ym. 2001, 33). Matemaattinen, kuten myös geometrinen, 
ajattelu edellyttää käsitteen muodostusprosessia. Voidaksemme ajatella ja kommuni-
koida matemaattisin (geometrisin) käsittein meidän on kyettävä tulkitsemaan käsitteet 
jollakin tavalla. Käsite voidaan tulkita yhdellä tai useammalla tavalla: puhumalla tai 
kirjoittamalla tai kuvien ja fyysisten kohteiden avulla. Tulkinta voi olla sisäistä tai 
ulkoista. Oppilaan tapa tulkita käsitteitä on yksilöllinen. Opiskelu ryhmässä johtaa 
erilaiseen käsitteiden tulkintaan, sillä vuorovaikutus ryhmän keskuudessa saattaa 
muuttaa yksittäisen oppilaan tulkintaa. Tulkintojen väliset yhteydet edistävät ym-
märtävää oppimista. (Hiebert & Carpenter 1992, 65-97.) Opetuksen päämääränä 
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olisikin rohkaista oppilaita ajattelemaan ja puhumaan eroista ja yhtäläisyyksistä 
matemaattisten käsitteiden, menetelmien ja faktojen eri tulkintojen välillä. Käytän-
nön opetustilanteessa oppilaat ymmärtävät käsitteitä paremmin, kun ne on esitetty 
konkreettisen materiaalin ja toiminnan avulla. (Freudenthal 1973, 416-418.) Tässä 
tutkimuskontekstissa oppilaat tekivät ja tutkivat geometrisia kuvioita ja kappaleita 
sekä kuvailivat verbaalisesti niiden ominaisuuksia, eroja ja yhtäläisyyksiä. 
Geometrian opetuksen pitää tarjota alussa mahdollisimman paljon erilaisia 
geometrisia kokemuksia ja mahdollisimman monen eri aistin välityksellä. Geo-
metria tarjoaa mahdollisuuden tulkita ja reflektoida ympäristöä ja näin oppilas 
voi keksiä ja löytää geometriaa itse aina uudestaan. Käsiteoppiminen tapahtuukin 
perusopetuksessa usein konkreettisessa toiminnassa. Oppimisprosessissa vuorot-
televat oppilaan konkreettiset kokemukset ja abstraktien skeemojen kehittyminen. 
(vrt. de Villiers 2010.) Varsinkin alakoulussa käsitteen verbaalinen määritelmä 
on oppilaille vaikeaselkoinen ja siksi käsite usein esitetäänkin havainnollisesti ja 
esimerkkien avulla. Geometrian opetuksessa mietitään ensin, miten asiat ja ilmiöt 
toimivat käytännössä. Vasta kun ne ovat tuttuja, niille annetaan abstraktit käsitteet. 
(Malaty 1997, 51-90.) Teoreettisen käsitteellistämisen tiedetään helposti sam-
muttavan lapsen innostuksen, koska hänellä ei ole omassa kokemusmaailmassaan 
vastinetta vaikkapa käsitteelle ”suunnikas”. Monille lapsille esimerkiksi neliöt eivät 
ole suorakulmioita ja suorakulmiot eivät ole suunnikkaita. Tässä tutkimuksessa 
oppilaiden puutteelliset geometriset käsitteet ilmenevät muun muassa geometrian 
testisuorituksissa luvussa 8.1.3 esitetyllä tavalla. 
Oppimisympäristöjen kognitiivisen tutkimuksen tavoitteena on muun muassa 
tukea oppilaiden korkeatasoisen käsitteellisen ymmärryksen syvenemistä. Käsitteen 
muodostukseen on Halisen ym. (1991, 14–24) mukaan panostettava. Täsmällinen ja 
asiallinen kyky esittää ajatuksia on matematiikassa eduksi. Matematiikan oppiminen, 
tehtävien ymmärtäminen ja ratkaisujen esittäminen ovat sidoksissa äidinkieleen ja 
sen hallintaan. (vrt. Atebe & Schäfer 2010; Arvonen, Katva & Nurminen 2010.) 
Opettajankoulutuksessa on kiinnitetty kansainvälisen tutkimuksenkin mukaan 
huomiota kielitaidon merkitykseen matematiikan oppimisprosessissa. (Feza & Webb 
2005, 36-47; de Villiers 2010, 7.) Abstraktien käsitteiden ymmärtäminen onkin 
kiinnostavaa: matematiikan oppimisessa se perustuu mielen kykyyn rinnastaa abst-
raktit käsitteet metafooran eli kielikuvan avulla kognitiivisiin malleihin. (Saariluoma 
ym. 2001.) Toimiiko tämä ajatus esimerkiksi siten, että määritelty tieto kolmiosta 
(stereotypia) ja sen kulmien summasta voidaan palauttaa konkreettiseksi toiminnan 
kautta? Repimällä mallikolmion kulmat erilleen ja liittämällä ne toisiinsa, saadaan 
oikokulma eli 180 asteen kulma.
Matematiikan oppimisessa lähtökohtana on käsitteiden ja todellisuuden vastaa-
vuuden ymmärtäminen (Leino 1992, 40-46). Käsitteet ovat oppilaiden työkaluja, 
joiden avulla he opettelevat ajattelemaan. Opettajan on tärkeää ymmärtää käsittei-
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den lisäksi niiden hierarkkinen järjestys. Uusien käsitteiden oppimisen yhteydessä 
olisi tarkoitus, että oppilas itse liittäisi ne oikein aikaisempiin tietorakenteisiinsa. 
Oppilaan aikaisemman tiedon ja ennakkokäsitysten merkitys uuden oppimisessa on 
tutkimuksissa korostunut ja johtanut Piaget’n (1965, 1970, 1973, 1977) näkemysten 
vahvistumiseen. Piaget’n konstruktivismissa korostuu tapa, jolla oppija konstruoi 
itselleen merkityksellistä tietoa toimimalla esine- ja sosiaalimaailmassa. Ymmärtävä 
ja pysyvä oppiminen on mahdollista vain silloin, kun konseptuaalinen (käsitteellinen) 
ja proseduraalinen (menetelmällinen) tieto liittyvät kiinteästi toisiinsa ja tukevat 
toistensa muodostumista (Haapasalo 1998a, 68). Kilpatrick ym. (2001, 281-288) 
asettavat matematiikan taitamiselle seuraavat viisi kriteeriä: 
1) käsitteellinen ymmärrys (engl. conceptual understanding), 2) laskutaito (engl. 
procedural fluency), 3) ongelmanratkaisutaito (engl. strategic competence), 4) päättely-
kyky (engl. adaptive reasoning) ja 5) matematiikan hyödyllisyyden ymmärtäminen 
(engl. productive disposition). Kilpatrickin ym. (2001) mallia on käytetty myös 
opettajien ammattitaidon analysoimiseen, sillä mallin avulla on ymmärretty tai-
tojen riippuvuus toisistaan. Hyvä opetus ei voi fokusoitua vain yhteen tai kahteen 
näistä taidoista. (Muyeghu 2008, 32-37.) Pitääkö siis hallita ensin konseptuaalinen 
tieto voidakseen osata proseduraalista tietoa vai päinvastoin? Vygotskyn (1982) 
tarkoittama tieteellinen tieto pohjautuu sekä proseduraalisiin että strukturaalisiin 
komponentteihin. Vastaavasti Piaget’n (1973) tarkoittama konseptuaalinen tieto 
tulee kehityshistoriallisesti proseduraalisen tiedon jälkeen. Haapasalo (2004, 57) 
toteaa, että ajatellessamme ihmisen kehitystä yleensäkin proseduraalinen tieto 
näyttäisi kehittyvän konseptuaalista tietoa nopeammin. Lapsi valitsee usein oikean 
tavan tehdä tietämättä tai ymmärtämättä syytä valinnalleen. Piaget (1973) korostaa 
yksilön kokemuksen ja tiedon yhteenliittymistä ja pitää käsitteitä seurauksena siitä, 
että yksilö jo tietää jotakin. Freudenthal (1991, 18) tukee Piaget’n ymmärrystä 
todetessaan: ”Tieto ei ala käsitteistä, vaan käsitteet ovat mentaalisten prosessien 
tuotteita”. Lehrer & Chazan (1998) tarkastelevat Piaget’n teoriaa todeten, että 
lapsen kognitiivisen kasvun vaiheet ovat välttämätön perusta henkisten rakenteiden 
kehityksessä, mutta opetuksella ei kuitenkaan ole välttämättä vaikutusta siihen (ks. 
myös Clements & Battista 1992, 420-464).
Geometrian opetuksessa korostetaan kielen käyttöä enemmän kuin muissa ma-
tematiikan osa-alueissa, ja tästä syystä äidinkielen ja opetettavan aineen hallinta 
edistävät oppimista (Atebe & Schäfer 2010, 53-64, Feza & Webb 2005). de Villiers 
(2010, 7) toteaa tutkimuksessaan, että kielelliset erot edellyttävät enemmän aikaa 
käsiteoppimiselle. Opettajan on erittäin tärkeä käyttää opetetettavista käsitteistä 
oikeita ilmaisuja sekä verbaalisesti että visuaalisesti. Usiskin (1982) mukaan monet 
opiskelijat eivät ymmärrä geometrian keskeisiä käsitteitä, eivätkä näin opi geometrian 
perustietojakaan. Tämä puolestaan laskee oppilaiden motivaatiota oppiainetta koh-
taan. (Gottfried, Fleming & Gottfried 2001, 3-13.) Silfverbergin (1999, 201–203) 
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tutkimus osoitti, että käsitetietoon liittyvien tietorakenteiden oppiminen ei edistynyt 
juurikaan yläasteen aikana. Nakin (2003, 263) vahvisti tutkimuksellaan käsitystä, jonka 
mukaan geometrian oppiminen käyttämällä toimintaa luovuuden ja erilaisen ajattelun 
tukena johtaa syvempään käsitteelliseen ymmärrykseen. Käsitteiden opettaminen 
perustuu oppilaiden ajatteluprosessiin silloin, kun käytetään keskustelunomaisia, 
kokeilevia ja ongelmalähtöisiä oppimistilanteita. Tarjoamalla oppilaille runsaasti 
oppimiskokemuksia tällaisen toimintatavan yhteydessä voidaan hänen mukaansa 
edistää geometristen käsitteiden sisäistämistä. 
Tällaista kehittymistä voidaan tarkastella opetuksen kannalta esimerkiksi Pirien 
ja Kierenin (1994) luoman mallin pohjalta, jota esimerkiksi Silfverberg (1999) ja 
Joutsenlahti (2005) ovat käyttäneet omissa tutkimuksissaan. Pirien ja Kierenin 
(1994, 165–190) teoria pohjautuu von Glasersfeldin (1987, 3-17) näkemykseen 
matemaattisen ymmärryksen kasvuprosessista. Matemaattinen ymmärtäminen ja 
ajattelu vahvistuvat alkeistietämisestä mielikuvan muodostamiseen, omaksumi-
seen, ominaisuuksien huomaamiseen, muodolliseen esittämiseen, havainnointiin, 
jäsentämiseen ja luovuuteen. Alkeistietämisen vaihe (PK=primitive knowing) 
tarkoittaa oppilaan esitietoja käsitteistä, joita hän pyrkii ymmärtämään tai joita 
hän tarvitsee uuden käsitteen ymmärtämisessä. Mielikuvan muodostamisen vaihe 
(IM=image making) tarkoittaa esitietojen muokkaamista uudeksi mielikuvaksi 
toiminnan kautta. Tässä vaiheessa opetuksessa tarjotut havaintovälineet ja visu-
aalisuus ovat tärkeitä. Mielikuvan omaksuminen (IH=image having) ei edellytä 
enää konkreettisia välineitä oppilaan toiminnassa, vaan ajattelu ja ymmärtäminen 
tapahtuvat mentaalisesti. Ominaisuuksien huomaaminen (PN=property noticing) 
tarkoittaa sitä, että oppilas pystyy käsittelemään tai yhdistelemään mielikuvistaan 
erilaisia näkökulmia muodostaen niistä kontekstiin liittyviä ominaisuuksia. Oppilas 
kykenee selittämään käsitteen ominaisuuksia ja rakennetta. Muodollisen esittä-
misen (F=formalising) vaiheessa oppilas kykenee operoimaan pelkillä symboleilla 
ilman, että hänen tarvitsee liittää niitä muodostamiinsa mielikuviin. Havainnoin-
nin (O=observing) vaiheessa oppilas kykenee koordinoimaan ja kontrolloimaan 
formaalista toimintaansa ja pystyy tuottamaan myös matemaattisen teoreeman 
käsittelemälleen tehtävälle. Jäsentämisen (S=structuring) vaiheessa oppilas pyrkii 
yleistämään formaalit havaintonsa. Hän tiedostaa kehittelemiensä matemaattis-
ten ilmauksien ja mallien yhteyden, joten hänen on myös mahdollista perustella 
väitteensä loogisesti tai matemaattisin argumentein. Luovuuden eli keksimisen 
(I=inventing) tasolla oppilas on saavuttanut käsitteestä jäsentyneen ymmärryksen 
ja kykenee vapautumaan käsitteeseen liittyvistä ennakkokäsityksistään, jotka saat-
taisivat haitata uusiin käsitteisiin johtavaa kysymyksenasettelua ja ymmärtämistä. 
Kuviossa 3 esitän Pirien ja Kierenin (1994) mallin matemaattisen ymmärryksen 
kasvuprosessista.
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PK = alkeistietäminen,  
IM = mielikuvan muodostaminen 
IH = mielikuvan omaksuminen 
PN = ominaisuuksien huomaaminen 
F     = muodollinen esittäminen 
O = havainnointi 
S    = jäsentäminen 
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KUVIO 3. Pirien ja Kierenin (1994) malli matemaattisen ajattelun kasvuprosessista
Pirien ja Kierenin (1994, 165–190) teoria matemaattisen ymmärtämisen ja ajat-
telun kehittymisestä soveltuu myös geometrian oppimisen tarkasteluun ajattelupro-
sessina, jolloin painotus täytyy saada oppilaan toimintaan ja ajatteluun. Tutkivassa 
työskentelyssä oppilailla on mahdollisuus rakentaa riittävä omakohtainen ymmärrys 
formaaliin matemaattiseen määrittelyyn, jonka puuttuminen usein aiheuttaa ym-
märtämisvaikeuksia perinteisillä matematiikan oppitunneilla. Tässä tutkimuksessa 
oletin, että opiskelijoiden saavuttaessa hyväksyttävän osaamistason opetuskielellä 
(semanttinen ymmärtäminen) heidän ymmärrystään seuraa luonnollisesti mate-
maattinen (käsitteellinen) ymmärrys. (vrt. Atebe & Schäfer 2010, 53-64.) Pirien 
ja Kierenin (1994) teorian mukaan oppiminen ei kuitenkaan aina tapahdu suora-
viivaisesti, vaan oppilas voi unohtamisen seurauksena taantua entiseen ajatteluunsa 
(engl. folding back). Tätä niin kutsuttua takaisin kiertymistä pidetään matemaattisen 
ajattelun ja ymmärtämisen ominaisena piirteenä. Pirien ja Kierenin (1994) mallissa 
kuvataan matemaattisen ajattelun kasvuprosessia samansuuntaisesti kuin van Hielen 
geometrisen ajattelun kehitysteoriassa. ( Joutsenlahti 2005, 69–71; Pirie & Kieren 
1994, 165-190; Silfverberg 1999, 57–59.)
3.4 van Hielen teoria geometrisen ajattelun kehittymisestä
Hollantilaiset Pierre van Hiele ja Dina van Hiele-Geldof (1958) tutkivat yhdessä 
geometriaa oppiaineena ja tuloksena oli kolmen pääkomponentin malli: 1) geomet-
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rinen käsitetieto, 2) oppimisen vaiheet ja 3) geometrisen ajattelun kehittyminen (ks. 
myös Hoffer 1983; Idris 2009; Usiskin 1982). van Hiele (1957) pyrki selittämään, 
miksi oppilailla oli ongelmia geometrian oppimisessa. van Hiele-Geldof (1957) 
puolestaan kehitti opetuskokeilun, jossa pyrittiin ohjaamaan oppimista viidessä 
vaiheessa erityisesti valitun geometrian sisällön avulla, jonka esittelen luvussa 3.4.4 
(van Hiele 1957; van Hiele-Geldof 1957; van Hiele & van Hiele-Geldof 1958). 
Opetustyössä tehtyjen havaintojen perusteella syntyneessä teoriassa kuvataan, 
kuinka geometrinen ajattelu etenee viidellä tasolla. Kehitystasolta toiselle siirty-
minen edellyttää aikaisempien tasojen toimintojen hallintaa, ja lisäksi opettajan ja 
oppilaan ajatusprosessin on oltava samalla tasolla, jotta oppilas voi ymmärtää ope-
tusta. Tähän näkemykseen perustuen geometrisen ajattelun kehittymistutkimusta 
on tehty runsaasti kansainvälisesti eri kouluasteiden matematiikan opettajien sekä 
opettajiksi opiskelevien keskuudessa (Duatepe 2000; Halat 2008a, 2008b; Halat & 
Sahin 2008; Keranto 2004; Khembo 2011; Knight 2006; Muyeghu 2008). Oppi-
laiden osalta tutkimusta on tehty peruskoulussa ja lukiossa (Abdullah & Zakaria 
2013; Atebe & Schäfer 2008; Aydin & Halat 2009; Crowley 1987; Ding & Jones 
2007; Feza & Webb 2005; Fuys ym. 1988; Gutiérrez & Jaime 1998; Gutiérrez ym. 
1991; Halat 2006; Idris 2009; Jaime & Gutiérrez 1994; Nakin 2003; van Putten 
ym. 2010; Silfverberg 1999; Tieng & Eu 2013). Useimmat tutkimukset ovat pe-
rustuneet tasogeometrian monikulmioita koskeviin monivalintatehtäviin. Käyte-
tyimmät testit ovat laatineet Usiskin (1982) sekä Burger ja Shaughnessy (1986). 
Testit ovat keskenään ristiriidassa, sillä tutkijoilla on omat näkemyksensä kirjallisen 
ja suullisen testin luotettavuudesta. Crowley (1990) ja Wilson (1990) kritisoivat 
Usiskinin (1982, 155-167) testiä, koska siinä geometrisen ajattelun kehittymistä 
mitataan monivalintakysymyksin vain kirjallisesti. Burgerin ja Shaughnessyn 
(1986, 31-48) testi perustuu syvempää tietoa antavaan kliiniseen haastatteluun. 
Tällaisen testin toteutus vaatii kuitenkin paljon aikaa ( Jaime& Gutiérrez 1994, 
41-48). Keskeisimpiä kysymyksiä testejä koskevassa keskustelussa ovat olleet: 1) 
Mitä testiä käytetään? ja 2) Miten oppilaiden vastaukset arvioidaan? (Gutiérrez & 
Jaime 1998, 27-46.) Kyseinen teoria on synnyttänyt runsaasti kansainvälistä tutki-
musta ja monet tutkimukset vahvistavat van Hielen teorian tasojen olemassaolon. 
Teoria on myös herättänyt kysymyksiä, joita pohdin myöhemmin luvussa 3.4.2. 
Tarkastelen tässä luvussa van Hielen teoriaa yksityiskohtaisesti.
3.4.1 Teorian kuvaus
van Hielen teoriassa tarkastellaan geometrisen ajattelun kehittymistä ja sitä kuva-
taan viiden laadullisia muutoksia sisältävän kehitystason avulla. Eräät tutkimukset 
(esim. Clements & Battista 1990; Hoffer 1981; Usiskin 1982) ovat osoittaneet, 
että olisi tarpeen määrittää kuusi kehitystasoa, jolloin taso 0 (pre-recognition) 
määrittyisi niille oppilaille, joilla on puutteellinen geometrian ymmärrys ja jotka 
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eivät yllä edes ensimmäiselle kehitystasolle. Alimmalla geometrisen ajattelun ta-
solla lapset eivät kykene tunnistamaan visuaalisesti kuviojoukosta yhteisiä muotoja. 
Tähän tulokseen tulivat muun muassa Clements ja Battista (1991, 225) tutkiessaan 
alle kouluikäisten lasten käsityksiä geometrisista muodoista. Tämän nollatason 
olemassaolo ei sisältynyt van Hielen alkuperäiseen teoriaan, eikä sitä ole yksimie-
lisesti hyväksytty (ks. Halat 2006, 2008a, 2008b). Viidennettä tasoa on kritisoitu 
sekä tason olemassaolosta että myös sen puutteesta. Tälle tasolle ei suoritetuissa 
mittauksissa yleensä ole yltänyt juuri kukaan testatuista koehenkilöistä. Ajattelun 
abstraktin luonteen vuoksi viidennen van Hielen tason tutkiminen ei ole erityisem-
min motivoinutkaan peruskoululaisten geometrisen ajattelun kehitystä tutkineita. 
Toisen asteen opiskelijoitakin koskevissa tutkimuksissa viidennen tason olemassaolo 
tai sen mitattavuus käytetyin mittavälinein on kyseenalaistettu. (Usiskin 1982, 32, 
79.) Esimerkiksi Jaime ja Gutiérrez (1994) sekä Gutierrez ja Jaime (1998) jättivät 
peruskoulun (11–12-vuotiaat) ja lukion (17–18-vuotiaat) oppilaisiin kohdistuneessa 
tutkimuksessaan tason 5 pois, koska sen olemassaoloa ei oltu selkeästi perusteltu. 
Useissa tutkimuksissa (esim. Aydin & Halat 2009; Burger & Shaughnessy 1986; 
Crowley 1987; Fuys ym. 1988; Hoffer 1983; Jaime & Gutiérrez 1990; Mason 1997; 
Muyeghu 2008; Silfverberg 1986, 1999; Usiskin 1982) geometrisen ajattelun viittä 
tasoa kuvataan sseuraavasti:
 
Taso 1: Tunnistaminen (Visualisation/Recognition)
Tunnistamisen tasolla geometrisia kuvioita käsitellään kokonaisuuksina. Kuvion 
visuaaliseen hahmoon perustuen suoritetaan kuvion tunnistaminen, nimeäminen, 
lajittelu, vertailu ja kuvailu. (Fuys ym. 1988, 5; Idris 2009, 94-107.) Tällä perustasolla 
ajattelu on konkreettia ja oppilas ymmärtää kuvioiden pääluokat (Gutierréz & Jaime 
1998, 27-46). Oppilas oppii nimityksiä ja tunnistaa muodon kokonaisuutena. Oppi-
las esimerkiksi tunnistaa suorakulmion muiden monikulmioiden joukosta, mutta ei 
ole mahdollisesti tietoinen suorakulmion monista ominaisuuksista. Visualisoinnin 
taso on alin ja siellä alkaa nonverbaalinen ajattelu, joka on erityisen tärkeää, koska 
rationaalinen ajattelu perustuu sille ja hyvin monet päätökset tehdään nonverbaalisen 
ajattelun avulla. Kuviot päätellään niiden ulkonäön perusteella esimerkiksi laskemalla 
sivujen lukumäärä. (Clements ym. 1999, 192-212; Mason 1997, 38-53; de Villiers 
2010, 1-35.) Tavanomaiset geometriset kuviot osataan tunnistaa ja nimetä. Perus-
kuvioiden malliesimerkkejä osataan visualisoida ja piirtää. Kuviossa 4 esitetyistä 
kuvioista tunnistamisen tasolla oleva oppilas ei hahmota oikeanpuoleista kuviota 
neliöksi, koska se ei näytä ”ruudulta”.
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KUVIO 4. Kaksi näkökulmaa neliöstä (ks. Halat 2008a, 8)
Taso 2: Analysointi (Analysis)
Siirryttäessä ensimmäiseltä tasolta toiselle ajattelun abstraktiotaso nousee. Analy-
soinnin tasolla osataan kiinnittää huomio myös kuvion ominaisuuksiin, mutta omi-
naisuudet jäävät irrallisiksi, sillä näiden keskinäisiä suhteita ei tiedosteta. Kuvioita 
pystytään lajittelemaan niiden ominaisuuksien avulla eikä pelkän samankaltaisuuden 
perusteella. Oppilas löytää kaikille kuvioille kuuluvia ominaisuuksia ja osaa vertailla 
kuviojoukkoja toisiinsa, mutta ei ymmärrä määritelmien loogista rakennetta. (Gu-
tiérrez & Jaime 1998, 27-46; Mason 1997, 38-53; de Villiers 2010, 1-35.) Oppilas 
esimerkiksi tietää, että suorakulmion vastakkaiset sivut ovat yhtä pitkät, mutta ei 
tiedä suorakulmion suhdetta neliöihin tai suorakulmaisiin kolmioihin. Ominaisuuk-
sien analysoinnin tasolla ei enää päätellä ulkonäön perusteella, vaan kuviot toimivat 
ominaisuuksien lähettiläinä. Kuvioilla on tietyt ominaisuudet, mutta ne eivät ole 
loogisessa järjestyksessä. Oppilailla onkin vaikeuksia keksiä ominaisuuksien välinen 
looginen yhteys. Eräät tutkijat korostavat, että kielellä on tärkeä rooli, koska sen avulla 
kuvaillaan muotoja. (Feza & Webb 2005, 36-47.) Kuviossa 5 esitetyistä kuvioista 
analysoinnin tasolla oleva oppilas tunnistaa suorakulmion, koska sen kaikki kulmat 
ovat ”suorassa kulmassa”, mutta vain toisen ja neljännen kuvion suunnikkaiksi.
KUVIO 5. Neljä esimerkkiä suunnikkaista (ks. Halat 2008a, 9)
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Taso 3: Järjestäminen (Informal deduction)
Järjestämisen tasolla oleva oppilas osaa muotoilla ja käyttää määritelmiä sekä seurata 
deduktiivista päättelyä. Geometrisen kuvion määrittelevistä ominaisuuksista tunnis-
tetaan riittävät ja välttämättömät ominaisuudet. Kuvioiden ominaisuuksia osataan 
käyttää hyväksi tutkittaessa, sisältyykö kuvioluokka toiseen. Ymmärretään myös 
kuvioiden keskinäiset suhteet ja hierarkialuokat. (Mason 1997, 38-53; de Villiers 
2010, 1-35.) Oppilas ymmärtää, miksi jokainen neliö on suorakulmio, mutta ei 
osaa ehkä selittää, miksi suorakulmion lävistäjät ovat yhtä pitkät. Ominaisuuksien 
järjestämisen taso on epävirallinen deduktion taso, jolloin ominaisuudet on järjes-
tetty loogisesti. Ne dedusoidaan siten, että yhdestä ominaisuudesta seuraa toinen 
ominaisuus. Kuitenkin todellinen deduktion merkitys ei toteudu tällä tasolla, sillä 
oppilaat eivät ymmärrä aksioomien roolia, määritelmiä ja teoreemoja, eivätkä osaa 
todistaa lauseita. (Gutierrez & Jaime 1998, 27-46.) Oppilaat eivät tavoita usein tätä 
epävirallista deduktion tasoa ja tästä johtuen eivät menesty euklidisen geometrian 
oppimisessa. Tällä tasolla vuorovaikutus on tarpeen. (Feza & Webb 2005, 36-47; 
Idris 2009, 94-107.) Kuviossa 6 havainnollistan nelikulmioiden luokittelua.
Suorakulmio 
Neliö Suunnikas 
Vinoneliö 
KUVIO 6. Nelikulmioiden luokittelua (ks. Halat 2008a, 9)
Taso 4: Päättely (Deduction)
Päättelyn tasolla oleva oppilas ymmärtää matematiikan loogisen rakenteen (Gutier-
rez & Jaime 1998, 27-46). Annetusta tiedosta kyetään päättelemään seurauksia ja 
havaitsemaan teoreemajoukkojen välisiä yhteyksiä. Oppilas ymmärtää määritelmän, 
aksiooman ja lauseen välisen eron ja osaa tunnistaa, mitä probleemassa on annettu 
ja mitä vaaditaan. Oppilas osaa analysoida ja selittää kuvioiden välisiä suhteita. 
(Halat 2008a, 8-14.) Formaalin päättelyn tasolla oppilaat hallitsevat systemaattisen 
ajattelutavan, jolloin he pystyvät päättelemään seurauksia ja todistamaan geomet-
risia lauseita itsenäisesti (Hoffer 1983, 205-227). Oppilas tunnistaa probleemassa 
annetut tiedot ja sen, mitä niissä vaaditaan. Oppilas osaa selittää, miksi väite on 
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totta. Oppilaat alkavat kehittää pitkiä päättelylauseita ja ymmärtävät aksioomien 
roolin, teoreemat ja todistamisen. Kuviossa 7 todetaan, että tämä vinoneliö on myös 
suorakulmio ja myös neliö. 
KUVIO 7. Tämä vinoneliö on myös neliö (ks. Halat 2008a, 9)
Taso 5: Aksiomisysteemin ymmärtäminen (Rigor)
Teorian ylin geometrisen ajattelun taso tarkoittaa matemaattista täsmällisyyttä. Ylim-
mällä van Hielen tasolla pystytään analysoimaan ja vertailemaan eri deduktiivisia 
järjestelmiä esimerkiksi eri geometrioita. (Aydin & Halat 2009, 151-164; Feza & 
Webb 2005, 36-47; Halat 2008a, 8-14; 2008b, 1-11.) Ymmärretään oletusten ja ak-
sioomien rajoitukset ja mahdollisuudet. Osataan myös käyttää matemaattisia malleja 
esittämään abstrakteja systeemejä ja kuvailemaan tällaisten mallien avulla eri ilmi-
öitä. (Hoffer 1983, 205-227.) Tämä tapahtuu tarkastelemalla eroja ja yhtäläisyyksiä 
aksiomaattisissa järjestelmissä. Tätä viimeistä tasoa ei ole pidetty kovin tarpeellisena 
peruskoulun geometrian kannalta. (Clements & Battista 1992, 420-464; van Hiele 
1999, 310-316; Silfverberg 1986, 5–6; 1999, 27–28.) Hofferin (1981) määrittelemät 
geometristen taitojen tasot on otettava huomioon arvioitaessa van Hielen teorian 
kehitystasoja, sillä niiden ajatellaan olevan osa kutakin geometrisen ajattelun tasoa 
(Gutierrez & Jaime 1998, 29).
3.4.2 van Hielen teorian empiirinen tutkimus
van Hielen (1957) geometrisen ajattelun kehittymistä koskevaa teoriaa kuvattiin 
edellisessä luvussa viiden laadullisia muutoksia sisältävän kehitystason avulla. 
Kehitystason saavuttaminen ei ole sidottu ikään, vaan siihen voidaan opetuksella 
vaikuttaa. (van Hiele 1957.) van Hielen teoria on saanut laajan ja lähes kiistattoman 
kannatuksen tutkijoiden keskuudessa. Useat tutkimukset vahvistavat, että valtaosa 
oppilaista voidaan luokitella näille kehitystasoille ja että tasojen antama kuvaus sopii 
geometrisen ajattelun kehityksen malliksi. (Burger & Shaughnessy 1986, 31, 46; Fuys 
ym. 1988, 133; Silfverberg 1986, 74; Usiskin 1982, 80.) Edelleen teoriaa koskevat 
tutkimukset ovat osoittaneet, että peruskoulun oppilaat voivat saavuttaa kolme ensim-
mäistä tasoa ja että kahden viimeisen tason ajattelu edellyttää lukion ja korkeakou-
lutason geometriaa (Usnick, Miller, Stonecipher, Speer & Brakies 1993, 393-394). 
van Hiele (1957) korostaa, että pyrittäessä edistämään oppilaan siirtymistä tasolta 
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toiselle opettajat eivät ole vain tiedon siirtäjiä, vaan erityisesti oppimisen tukijoita. 
Opettajien geometrisen tiedon ymmärrystä painottavat useat teoriaan perehtyneet 
tutkijat. (Burger & Shaughnessy 1986; Geddes & Fortunato 1993; Halat 2008a, 
2008b.) Opettajien tulisikin tunnistaa ajattelun taso, jolla oppilaat toimivat, jotta 
molemmat olisivat samalla geometrisen ymmärryksen tasolla opetuksen aikana. van 
Hiele (1986) huomauttaa ongelmasta, joka syntyy opettajan ja oppilaiden toimiessa 
geometrisen ajattelun eri tasoilla. Edelleen hän vaatii, että opettajan pitäisi käyttää 
kullekin tasolle kuuluvaa tarkkaa terminologiaa geometrian opetuksessa, jotta op-
pilailla olisi mahdollista saavuttaa sama ajattelun ja ymmärryksen taso. Clements ja 
Battista (1992, 427) toteavat, että kullakin van Hielen tasolla on oma kielensä ja että 
kielen rakenne on kriittinen tekijä ajattelun tason muutoksessa. Monet van Hielen 
tasoja koskevat tutkimukset vahvistavat näkökulman (ks. esim. Crowley 1987; Fuys 
ym. 1988; Halat 2008a, 2008b; Mason 2003; Muyeghu 2008; Nakin 2003; Stipek 
1998; de Villiers 2010). Oppilaiden sukupuolen yhteyttä geometrian oppimiseen 
on myös tutkittu van Hielen teoriaan perustuen (Atebe 2008; Halat 2006; Usiskin 
1982). Halat (2006, 173-183) esittää, ettei sukupuolella ole tilastollisesti merkitsevää 
yhteyttä geometrisen ajattelun kehityksessä eikä opiskelumotivaatiossa tutkimuksen 
kuudennen luokan oppilailla. 
Aikaisemmat tutkimukset osoittavat, että peruskouluikäisten geometrisessa ajat-
telussa olennaisin on tunnistamisen taso 1, jolla ilmenee kokonaisuuksien hahmot-
taminen, kuvioiden ja kappaleiden tunnistaminen, nimeäminen ja vertailu kokonais-
hahmon perusteella. Tunnistamisen tasolla kuvioita käsitellään kokonaisuuksina 
ja visuaaliseen havaintomaailmaan kuuluvina. Empiiriset tutkimukset ovat myös 
luotettavasti osoittaneet 11-16-vuotiaiden oppilaiden jakautuvan monikulmioihin 
perustuvien van Hielen tasomittauksin alakoululaisten osalta pääasiassa tasoille 1 ja 
2 sekä yläkoululaisten osalta tasoille 1, 2 ja 3. (Crowley 1987; Feza & Webb 2005; 
Fuys ym. 1988; Gutierrez & Jaime 1998; Gutierrez ym. 1991; Halat 2006; Jaime & 
Gutiérrez 1994; Putten ym. 2010; Silfverberg 1986, 1999; Usiskin 1982; de Villiers 
2010.) 
van Hielen teorian pohjalta on laadittu useita tasoja mittaavia geometrian testejä. 
Näiden testien analysoinnissa on pohdittava, mittaako testi geometrisen tietämyk-
sen omaksumista vai geometristen käsitteiden oppimista. Silfverbergin (1999, 38) 
mukaan Yhdysvalloissa 1980-luvulla suoritetut tutkimukset vahvistavat tulosten 
perusteella oppilaalla mitatulla van Hielen tasolla ja oppilaan saavuttamalla kou-
lugeometrian yleisen osaamisen välillä olevan tilastollisesti merkitsevä yhteys. van 
Hielen tasojen validoinnissa keskeisintä on ollut määrittää kriteerit, joiden perusteella 
tasoille sijoittaminen tehdään. Kriteeristöt on pyritty rakentamaan van Hielen ja van 
Hiele-Geldofin (1958) esittämien tasojen karakterisointien varaan. Kriteeristöjä on 
myös varmennettu vertaamalla niitä toisten tutkijoiden laatimiin kriteereihin. Tässä 
tutkimuksessa sain kriteeristön määrittämiseen asiantuntija-apua Oulun yliopiston 
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matematiikan kasvatuksen tutkimusryhmässä. Edelleen tutkimuksissa on todettu, 
että siirtyminen tasolta toiselle riippuu enemmän opetuksen laadusta kuin oppilaiden 
iästä, ympäristöstä, vanhemmista tai vertaistuesta (Crowley 1987; Fuys ym. 1988). 
van Hielen teoriaa koskevat tutkimustulokset tarjoavatkin matematiikan opettajille 
käsityksen siitä, miten oppilaat ajattelevat ja mitä ongelmia he kohtaavat geometrian 
oppimisessa (Halat 2008a, 10). 
3.4.3 Teorian oppimispsykologinen ja didaktinen osuus
Monet tutkimukset vahvistavat käsitystä, että geometrian opetuksen sisältöineen 
ja metodeineen tulisi edetä noudattaen van Hielen tasojen mukaista järjestystä. 
Hämmennystä aiheuttavat ne tutkimukset, joiden mukaan opettajien geometrisen 
ajattelun taso ei olisi riittävän korkea geometrian syvälliseen opettamiseen. (Halat 
2008a, 2008b.) Oppilaan ja opettajan ajattelun tason on oltava samalla van Hielen 
tasolla, jotta kehittyminen on mahdollista (Feza & Webb 2005, 36-47; Mason 
2003, 4-8, de Villiers 2010, 1-35). Korkeammalle tasolle siirtyminen edellyttää 
edeltävällä tasolla saavutettua ymmärrystä. van Hielen mallin mukaan opettajan on 
tärkeää käyttää opetuksessaan sellaista matemaattista kieltä, joka tukee oppilaiden 
sen hetkistä ajattelun tasoa. Haasteellisinta opettajalle onkin oppilaiden ajattelun 
tason tunnistaminen: se edellyttää hyvää oppilaantuntemusta. Kaikki oppilaat eivät 
välttämättä ole samalla ajattelun tasolla, vaan toiset saattavat edetä tasolta toiselle 
huomattavasti nopeammin kuin toiset. 
van Hiele (1999) uskoo ajattelun kehittämisessä enemmän ohjeisiin ja opetukseen 
kuin biologiseen kypsyyteen. Ohjeilla ja opetuksella halutaan edistää kehittymistä 
tasolta toiselle, jolloin jokaisen tason siirtymisvaiheen pitäisi sisältää erilaisia akti-
viteettisarjoja. Nämä aloitettaisiin tutkimisella, minkä jälkeen vähitellen luodaan 
käsitteitä ja oppimista tukeva vuorovaikutus. Loppu huipentuu aktiviteettien ja 
opittujen tai ennestään osattujen asioiden integrointiin. Monet tutkijat ovat tulleet 
samaan johtopäätökseen opetuksen merkityksestä. Burger ja Shaughnessy (1986, 
31-48) sekä Geddes ja Fortunato (1993, 199-222) väittävät, että opetuksen laatu 
on yksi suurimpia tekijöitä, joka vaikuttaa oppilaiden geometrisen ajattelun kehitty-
miseen. Opettajien osaamisen tason tulisi ylittää yhdellä tasolla oppisisällön vaatima 
van Hielen taso. (Afonso, Camacho & Socas 1999, 159-163.)
Vertailtaessa Piaget’n (1973) ja van Hielen (1999) käsityksiä siitä, miten lapset 
konstruoivat omaa tietoaan järkeillessään ympäristöään, korostuvat teorioiden erot 
pääasiassa matematiikan opiskelussa. Piaget ilmaisee käsityksensä perustuvan lap-
sen kognitiiviseen kehitykseen, kun taas van Hiele korostaa opetuksen merkitystä. 
(Khembo 2011, 6.) Nämä molemmat mallit ajattelun kehittymisestä perustuvat 
oppilaan oman ymmärryksen rakentumiseen. Ongelmana molemmissa malleissa voi 
olla se, että opetus tapahtuu ilman kohteita, jotka olisivat oppilaiden reflektoitavissa. 
(Clements & Battista 1992, 437.) 
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3.4.4 Teoriaan sovitettu opetusmenetelmä
Teoriapohjaan perehtyessäni kiinnostuin ajatuksesta, voisinko kehittää oppimisym-
päristön, jossa opetuksen tavoitteena olisi konkretisoida geometriaan ja ongelman-
asetteluun liittyviä käsitteitä ja tukea oppilaan geometrisen ajattelun kehittymistä 
arkitodellisuudessa, visuaalisia ärsykkeitä hyödyntäen. Näin tuettaisiin Pirien ja Kie-
renin (1994, 165–190) teorian mukaista mielikuvan ja käsitteen ymmärtämisprosessia. 
Tutkimuksen yhteydessä toteutettu integrointi kuvataiteeseen tarjoaisi oppilaille lisää 
virikkeitä ja mahdollisuuksia erilaisten mielikuvien luomiseen. 
Toimintamateriaalin perustuessa pääasiassa visuaalisiin lähtökohtiin näköhavainto 
muodostuu vaiheittain. Ensimmäisessä vaiheessa ärsyke jaetaan peruselementeiksi, 
kuten kuvioksi ja taustaksi. Toisessa vaiheessa peruselementit yhdistyvät kokonai-
suuksiksi, kuten kuvion erottamiseksi taustasta. Tämä vaihe vaatii tarkkaavaisuutta. 
Kolmannessa vaiheessa tapahtuu ärsykkeiden, kuten muotojen ja esineiden, tun-
nistaminen. (Laamanen 2004.) Ihminen ei pysty tietoisesti käsittelemään kaikkea 
vastaanottamaansa aisti-informaatiota. Tarkkaavaisuus säätelee sitä, mikä on kul-
loinkin tietoisuuden kohteena. Tarkkaavaisuustutkimusten mukaan tarkkaavaisuus 
vaikuttaa aistitiedon käsittelyyn jo hyvin varhaisessa tiedonkäsittelyn vaiheessa. (ks. 
Hämäläinen, Laine, Aaltonen & Revonsuo 2006.) Tarkkaavaisuutta visuaalisen 
havaitsemisen yhteydessä ovat tutkineet muiden muassa Treisman ja Gelade (1980, 
97-136). Heidän tutkimustuloksensa osoittivat, että mitä vähemmän tarkkaavaisuutta 
vaaditaan, sitä nopeampaa havaitseminen on. Erityisesti näköjärjestelmässä saatuihin 
tutkimustuloksiin perustuen oikean aivopuoliskon merkitys korostuu avaruudellisen 
tarkkaavaisuuden säätelyssä. (ks. Hämäläinen ym. 2006.) Visuaalinen havainnointi 
oppimistilanteessa onkin vahva perusta tiedon prosessoinnille.
Kiinnostukseni kohdistui edelleen geometrian opetusta koskevaan tutkimukseen, 
jonka van Hiele ja van Hiele-Geldof (1958, 67–80) nimesivät ”A Method of Initiation 
into Geometry at Secondary Schools.” Tutkimukseen perehtyessäni näkemykseni 
aiheeni valinnasta sai tarvittavaa vahvistusta. Kyseinen tutkimus perustuu juuri 
monikulmioiden ja tesselaatioiden käyttöön tarkasteltaessa oppilaiden geometrisen 
ajattelun kehittymistä. van Hielen ja van Hiele-Geldofin (1958) opetuskokeilu kesti 
noin 20 tuntia ja sen analysoinnissa löydettiin geometrisen ajattelun kehittymistä 
koskien samat väitteet, joihin on viitattu esimerkiksi Silfverbergin (1999) tutki-
muksessa. Lasten visuaalista kykyä ja tietoa muodoista sekä niiden ominaisuuksista 
voidaan kehittää erilaisten toimintamateriaalien avulla. Tässä tutkimuksessa piirrettiin 
geometrisia tasokuvioita ja leikattiin niitä irti ja aseteltiin tasopinnalle liimaamalla. 
Avaruuskappaleita rakenneltiin kokoamalla mallikuviot. Nämä toiminnot edistävät 
geometrian oppimisessa siirtymistä van Hielen teorian mukaan tasolta toiselle. Teo-
rian mukaan jokaisella kehitystasolla pitäisi työskennellä riittävän pitkä aika yhtä-
mittaisesti, jotta oppilas saisi mahdollisuuden järjestää tietonsa uuden rakennelman 
mukaisesti. van Hielen teorian mukaisessa opetuksessa ei aloiteta määrittelemällä 
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kolmioita, neliöitä tai suorakulmioita, vaan lapsille annetaan mahdollisuus löytää 
näistä ominaisuuksia ja sitten määritellä niitä itse. (van Hiele 1957, 1986, 1999; van 
Hiele & van Hiele-Geldof 1958; Nakin 2003.)
van Hiele ja van Hiele-Geldofin (1958) tutkimuksen tulokset osoittavat, että 
12-vuotiaiden eli perusopetuksen kuudesluokkalaisten oppilaiden siirtyminen tasolta 
1 tasolle 2 edellyttää noin 20 oppituntia geometrian opetusta. Vastaavasti tasolta 2 
tasolle 3 siirtyminen edellyttää noin 50 oppituntia geometrian opetusta. (Silfverberg 
1986, 10.) 
Geometrisen ajattelun kehittämiseen pyrkivä opetus edellyttää Hofferin (1983, 
205-227) mukaan viisivaiheista opetusmenetelmää, jossa oppilaan oma toiminta 
lisääntyy vaihe vaiheelta ja prosessia leimaa ongelmalähtöisyys. Seuraavassa esitän 
Hofferin (1983, 208) määrittämät van Hielen teoriaan sovitetun opetusmenetelmän 
vaiheet: 
1. Tutkivan kyselyn (engl. inquiry) vaiheessa selvitetään opetuskeskustelun 
keinoin oppilaiden käsitetietoa oppiaineksen osalta ja pyritään aihepiirin 
alustavaan tutustumiseen.
2. Suunnatun orientoitumisen (engl. directed orientation) vaiheessa oppilaat 
suorittavat sarjan tehtäviä, jotka helpottavat uuden asian ymmärtämistä 
3. Tarkentamisen (engl. expliciting) vaiheessa oppilaiden käsitetietoutta py-
ritään ohjaamaan oikeaan suuntaan ja tutkittavien asioiden väliset suhteet 
alkavat muotoutua oppilaiden ajatuksissa.
4. Vapaan orientoitumisen (engl. free orientation) vaiheessa oppilaat suo-
rittavat monivaiheisia tehtäviä ratkaisuvaihtoehtoja etsien. Tutkittavat 
asioiden väliset suhteet selvenevät oppilaiden ajatuksissa.
5. Kokoamisen (engl. integration) vaiheessa tehdään yhteenvetoja opiskellusta 
kokonaisuudesta ja luodaan näin oppilaille kokonaisnäkemys opiskellusta 
asiasta. Useat tutkimukset vahvistavat näiden vaiheiden toimivuuden. 
(Clements & Battista 1992; Crowley 1987; Fuys ym. 1988; Hoffer 1983; 
Idris 2009; Kilpatrick ym. 2001; Muyeghu 2008; Silfverberg 1999; Usiskin 
1982.) 
 
Oppimiskäsityksen muutos on ollut viime vuosikymmeninä mullistava ja se on 
asettanut uusia haasteita opettajille ja oppimisympäristöjen suunnittelijoille. Kaikki 
konstruktivismin suuntaukset korostavat luovia ja reflektiivisiä oppimistoimintoja. 
(Tynjälä 2000.) Kognitiiviset teoriat antavat opetukseen tietoa yksilön käsitteellisen 
tietorakenteen muodostumisesta ja toimintatavoista, kun taas situaationaaliset teoriat 
painottavat oppilaan osallistumista sosiaalisiin oppimistilanteisiin. (Anderson, Gree-
no, Reder & Simon 2000,11-13.) Nykykäsityksen mukaan tietoa ei yksinkertaisesti 
voi siirtää suoraan ihmiseltä toiselle ja mielekkään tiedon on oltava aktiivista. (de 
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Villiers 2010, 14.) Omassa tutkimuksessani olen pyrkinyt luomaan konstruktivistisen 
oppimisympäristön, jossa oppimaan oppimisen taito syrjäyttää tiedon siirtämisen. 
Painopiste on oppijan sisäisissä tekijöissä, oppimisprosessissa, oppimisstrategioissa ja 
kognitiivisten tekijöiden kehittymisessä. Opettaja hyödyntää opetuksen suunnitte-
lussa ja toteutuksessa oppilaiden ratkaisutaitoja. Ongelmana on kuitenkin opettajan 
roolin vaihto tiedon jakajasta oppimisen ohjaajaksi ja maltillisen keskustelun alulle-
panijaksi. Opettajan on Aeblin (1991, 51–54) mukaan hyvä tuntea oppilaan ajattelu 
ja tukeuduttava oppilaalle tuttuihin seikkoihin. Tässä tutkimuksessa opetuksen malli 
toimii Patrikaisen (2012, 313) näkemystä mukaillen. Kehitellessäni omaa tutkimusta 
lähtökohtani oli olettaa opettajan toimivan oppimisprosessin ohjaajana ja tukijana. 
Opettaja arvioi jatkuvasti eri keinoin oppilaiden opiskelun ja oppimisen edistymistä 
ja pyrkii ennaltaehkäisemään opiskelussa mahdollisesti ilmeneviä ongelmia tai aut-
tamaan oppilaita niistä selviämisessä. Opettajalla on vastuu prosessin etenemisestä 
ja oppimisen varmistamisesta. Oppilaan ajattelen aktiivisena luovana toimijana, 
jolla on vastuu myös omaan opiskeluunsa ja oppimiseensa. Oppilaalta odotetaan 
oppimisprosessissa kognitiivisia valmiuksia sekä sosiaalisia taitoja, koska oppimiseen 
liittyy enemmän omakohtaisia kokemuksia ja tiedon konstruointia reflektoiden kuin 
valmiin tiedon vastaanottamista opettajalta. Tähän perustuen valitsin projektityösken-
telyn lähtökohdaksi elämän läheiset tilanteet, joihin opetuskokonaisuuden sisältämä 
ongelma oli kytkettävissä.
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4 Tesselaatio geometrian osa-alueena
Tässä luvussa tarkastelen tesselaatiota kehittämäni oppimisympäristön lähtökohdista. 
Käsittelen aluksi tesselaatioon liittyvää käsitteistöä ja laatoitusongelmien ratkaisemista 
tämän tutkimuksen yhteydessä. Luvun lopussa esittelen tesselaatioita käsitelleitä 
opetusprojekteja ja tutkimuksia. 
4.1 Mitä tesselaatio tarkoittaa?
Tesselaatioksi (engl. tessellations) kutsutaan samanlaisina toistuvia muotoja, joilla ääre-
tön tasopinta voidaan peittää niin tarkasti, ettei jää minkäänlaisia aukkoja eikä synny 
päällekkäisyyttä. Tällaisia muotoja löytyy esimerkiksi säännöllisten ja epäsäännöllisten 
monikulmioiden joukosta. Tesselaatio voidaan toteuttaa jaksollisesti tai jaksottomasti. 
Jaksollinen tesselaatio voidaan näin ollen määritellä peittämisenä täysin samanlaisilla 
eli yhtenevillä (engl. congruency) muodoilla tai yhdenmuotoisilla (engl. similarity) 
kuvioilla käyttäen yhdensuuntaisia siirtoja. Jaksottomassa laatoituksessa ei ole siirto-
symmetriaa, ja sen tarkastelu jää tässä tutkimuksessa vähemmälle. Kääntämällä (engl. 
translation), kiertämällä (engl. rotation) tai peilaamalla (engl. reflection) toteutettu tes-
selaatio tuottaa taiteellisia tesseloivia muotoja. (Giganti & Cittadino 1990, 6–1; Jones 
& Mooney 2003, 3-156.) Geometria visuaalisena oppiaineena antaa mahdollisuuden 
yhdistää tesselaatio kuvataiteeseen. Tesselaation suuri esteettinen viehätys johtuukin 
taiteellisesti kiehtovista kuvioista. (de Villiers 2010, 5.) Tesselaatioon nojautuen voi-
daan opetuksessa yhdistää geometrian ja kuvataiteen oppiminen oppilaiden luovaa 
aktiivisuutta korostaen. Kuviossa 8 esittämässäni esimerkissä taiteilija M. C. Escher 
(1898–1972) on käyttänyt tesseloivia muotoja luodessaan omaperäisiä taideteoksia. 
Escherin työt ovat vahvasti geometrisia. (Schnattschneider 2010, 706-718.) 
KUVIO 8. M. C. Escherin (1898–1972) värileikkiä ja luovuutta tesselaation keinoin
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4.2 Tasopinnan laatoitus geometrian opetuksessa
Oppilaat voivat ihmetellä, miksi luokkahuoneessa on käytetty neliölaattoja lattian 
päällystämiseen. Kuinka monella eri kuviolla yleensä lattiapinta voidaan peittää? Täl-
laisesta oppilasta ympäröivästä arkitodellisuudesta voi saada alkunsa toiminnallinen 
ja ongelmalähtöinen geometrian opetus, jossa pohdittavaksi nousevat monikulmioita 
koskevat ominaisuudet. (vrt. van Hiele & van Hiele-Geldof 1958, 71-73.) Useat 
tutkijat korostavatkin, että oppilaiden ensimmäiset kokemukset geometriasta tulisi 
perustaa fyysisen ympäristön tutkimiseen tavoitteena intuition ja tiedon kehittäminen 
(ks. esim. Jones & Mooney 2003,12). Laatoitus merkitsee arkitodellisuudessa pinnan 
peittämistä laatoilla. Usein puhutaan myös kaakeloinnista, esimerkiksi kylpyhuoneen 
lattian tai seinien osalta. Laattapohjina voidaan käyttää geometrisia muotoja, taso-
kuvioita, joiden tunnistaminen sisältyy perusopetuksen geometriaan. Kuviossa 9 on 
esimerkki tasopinnan laatoituksesta yhtenevillä kuvioilla.
KUVIO 9. Pinnan peittäminen täysin samanlaisin kuvioin
Monet tutkijat korostavat tesselaation tarjoavan mahdollisuuden geometristen 
käsitteiden, kuten kulmien, kulmien ominaisuuksien, säännöllisten ja epäsäännöllisten 
monikulmioiden, yhtenevien ja yhdenmuotoisten kuvioiden, syvälliseen ymmärtämi-
seen sekä avaruudellisen hahmottamisen kehittämiseen (Callingham 2004; Ilucova 
2005; Jones & Mooney 2003; de Villiers 2010). Avaruudellinen hahmottaminen 
näyttäytyy geometrisissä muodostelmissa hyvinkin esteettisenä ( Jones 1991, 77–90). 
Tässä tutkimuksessa hahmottamisharjoitukset, joissa oppilaat yhtäällä kokoavat ava-
ruuskappaleita tai toisaalla levittävät niitä tasoon, edistävät oppilaan kolmiulotteisen 
ymmärryksen kehittymistä. Oppilaat voivat löytää kaksi- ja kolmiulotteisten muotojen 
ominaisuuksia sekä käyttää tesselaatiota värillisten monikulmioiden tuottamisessa 
taideteoksiksi. Seuraavassa luvussa tarkastellaan tämän tutkimuksen oppimisympä-
ristön keskeisiä laatoitusongelmia.
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4.2.1 Tasopinnan jaksollinen laatoitus säännöllisillä monikulmioilla 
Yleisimmin laatoitukset ovat jaksollisia. Jaksollisuus tarkoittaa tässä yhteydessä sitä, 
että tason peittävästä laatoituksesta löytyy äärellisen kokoinen osa, jota siirtämällä 
voidaan muodostaa koko laatoitus. Laatoitus on tällöin siirtosymmetrinen. Toisin 
sanoen on olemassa sellainen etäisyys, jonka verran tiettyyn suuntaan siirryttäessä 
laatoitus toistuu aina samanlaisena. Tätä etäisyyttä sanotaan laatoituksen jaksoksi. 
Jos tällaista osaa ei ole, laatoitusta sanotaan jaksottomaksi. Esimerkiksi neliöillä ja 
säännöllisillä kuusikulmioilla laatoitus voidaan tehdä vain jaksollisesti. Monilla muilla 
monikulmioilla laatoitus voidaan tehdä joko jaksollisesti tai jaksottomasti. Tasopinnan 
jaksollista laatoitusta säännöllisillä monikulmioilla käytetään pääsääntöisesti raken-
tamisessa. Taiteilijat ovat kehittäneet hyvinkin monimutkaisia tesseloivia muotoja, 
jotka tunnetaan paremmin taidepiireissä kuin rakennusteollisuudessa (esim. Escher 
1898-1972). Kysymykseen ” Minkä muotoiset keskenään samanlaiset laatat voivat 
peittää pinnan aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä? ” voidaan etsiä vastauksia ää-
rettömästi (Lines 2000, 106). Tässä tutkimuksessa asetettiin yhdeksi oppilastehtäväksi 
etsiä ratkaisua juuri edellä esitettyyn kysymykseen. 
Jaksollinen laatoitus onnistuu tasasivuisella kolmiolla, koska siirrettäessä saman-
muotoisia (yhteneviä) tasasivuisia kolmiolaattoja toistuvasti tasopinnalle todetaan 
aina kuuden tasasivuisen kolmion avulla pinnan peittyminen aukottomasti ilman 
päällekkäisyyttä. Kuuden tasasivuisen kolmion kulman kohdatessa samassa kärki-
pisteessä muodostuu siinä 360° kulma eli täysi peitto. (Callingham 2004; Ilucova 
2005; Jones & Mooney 2003.) Kuvio 10 esittää jaksollisen laatoituksen tasasivuisella 
kolmiolaatalla.
KUVIO 10. Jaksollinen laatoitus tasasivuisella kolmiolla
Jaksollinen laatoitus onnistuu myös neliön muotoisella laatalla, koska siirrettä-
essä neliölaattoja toistuvasti tasopinnalle, todetaan aina neljän laatan avulla pinnan 
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peittyminen aukottomasti ilman päällekkäisyyttä. Neljän neliön kulman kohdatessa 
samassa kärkipisteessä muodostuu siihen 360° kulma. (Callingham 2004; Ilucova 
2005; Jones & Mooney 2003.) Kuviossa 11 esitetään laatoitus piirroksen avulla.
KUVIO 11. Jaksollinen laatoitus neliön muotoisella laatalla
Jaksollinen laatoitus ei onnistu säännöllisen viisikulmion muotoisella laatalla, 
koska siirrettäessä ainakin kolme tällaista laattaa tasopinnalle, todetaan niiden jät-
tävän aukon tasopinnalle. Kolmen 108° kulman kohdatessa samassa kärkipisteessä 
muodostuu siihen 324° kulma, joten kysymyksessä ei ole täyttäkulmaa 360° vastaava 
peitto. Tasopintaan jää aukkoja. Kuviossa 12 sama todetaan piirroksen avulla.
KUVIO 12. Jaksollinen laatoitus ei onnistu säännöllisen viisikulmion muotoisella laatalla
 
Jaksollinen laatoitus onnistuu säännöllisen kuusikulmion muotoisella laatalla. 
Siirrettäessä ainakin kolme tällaista laattaa tasopinnalle, voidaan todeta niiden 
muodostavan 360° kulman kärkipisteessä, jossa ne kohtaavat. Tätä toistaen tasopin-
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ta peittyy aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä. Kuviossa 13 tarkastellaan asiaa 
piirroksen avulla.
KUVIO 13. Jaksollinen laatoitus säännöllisen kuusikulmion muotoisella laatalla
Päällekkäisyys-käsitteen selventämiseksi tarkastellaan vielä laatoitusta säännöllisel-
lä kahdeksankulmiolla. Jaksollinen laatoitus ei onnistu tämän tasokuvion muotoisella 
laatalla. Siirrettäessä tasopinnalle ainakin kolme säännöllisen kahdeksankulmion 
muotoista laattaa muodostuu laattojen päällekkäisyyttä. Kärkipisteessä, jossa kuviot 
kohtaavat, täysikulma ylittyy 45°, joten pinnan peittäminen ei onnistu ilman pääl-
lekkäisyyttä. Kuviossa 14 todetaan tämä päällekkäisyys.
KUVIO 14. Jaksollinen laatoitus ei onnistu säännöllisen kahdeksankulmion muotoisella 
laatalla
Pinnan peittämistä jaksollisella laatoituksella aukottomasti ja ilman päällekkäi-
syyttä voidaan tarkastella myös muiden kuvioiden avulla.
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4.2.2 Muut jaksolliset laatoitukset
Seuraavaksi tarkastellaan mielivaltaisen kolmion ja mielivaltaisen nelikulmion muo-
toisten laattojen käyttämistä laatoituksessa. Kolmion ja nelikulmion mielivaltaisuu-
della tarkoitetaan tässä yhteydessä oppilaan mahdollisuutta valita itse epäsäännöllinen 
muoto kolmiolle ja nelikulmiolle. Tutkimuksessa tarkastellaan aluksi mielivaltaista 
epäsäännöllistä monikulmiota, jossa on kolme sivua ja kolme kulmaa. Siirrettäessä 
samanmuotoisia mielivaltaisia kolmiolaattoja tasopinnalle ne voidaan asettaa peittä-
mään pinta aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä. Kun tarkastellaan kärkipistettä, 
jossa kuviot kohtaavat, todetaan sinne muodostuvan kaksi 180° oikokulmaa, mikä 
merkitsee täyden kulman 360º muodostumista. Tällöin pinnan peittyminen on auko-
tonta. Oikokulmien muodostuminen voidaan perustella kolmion kulmien summan 
(a + b + c )=180º avulla. (vrt. Jones & Mooney 2003, 13.) Kuviossa 15 selvennetään 
tätä perustelua.
KUVIO 15. Jaksollinen laatoitus mielivaltaisen kolmion muotoisella laatalla
Jaksollisen laatoituksen onnistumista voidaan tutkia myös mielivaltaisen nelikul-
mion muotoisilla laatoilla. Mielivaltaisella nelikulmiolla tarkoitetaan tässä yhteydessä 
epäsäännöllistä monikulmiota, jossa on neljä sivua ja neljä kulmaa. Oppilaat saavat 
siten itse valita nelikulmionsa muodon. Jaksollinen laatoitus onnistuu aukottomasti 
ja ilman päällekkäisyyttä mielivaltaisen nelikulmion muotoisten laattojen avulla, 
koska siirrettäessä samanmuotoisia nelikulmiolaattoja tasopinnalle, voidaan todeta 
niiden muodostavan kussakin kulmien kohtaamassa kärkipisteessä 360° kulman. 
Täyden kulman muodostuminen voidaan perustella jokaisen nelikulmion kulmien 
summan (360°) suuruudella. (vrt. Ilucova 2005, 164.) Kuviossa 16 todetaan jokaiseen 
kärkipisteeseen muodostuvan 360° kulma (a+b+c+d=360º).
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KUVIO 16. Jaksollinen laatoitus mielivaltaisen nelikulmion muotoisella laatalla
Muista jaksollisista laatoituksista tarkastellaan vielä taiteellisia tesseloivia muotoja, 
joita saadaan esimerkiksi käyttämällä siirtomuuntelua. Siirtomuuntelun lähtökoh-
tana on neliön muotoinen laatta, joka voidaan muuttaa mielivaltaisen muotoiseksi 
tietynsuuntaisia siirtoja käyttäen. Neliön yläreunasta (piirretty kärkipisteestä A 
kärkipisteeseen B) siirretään mielivaltainen osa leikkaamalla ja liimaamalla se neli-
ön alareunaan. Samoin tehdään siirto neliön oikeasta reunasta vasempaan reunaan 
(piirros kärkipisteestä B kärkipisteeseen C). (Giganti & Cittadino 1990, 6–16.) Näin 
saadaan laatalle uusi muoto, jota käytetään jaksollisessa laatoituksessa omana ”logo”-
laattana. Kuviossa 17 on esitetty siirtomuuntelun toteuttaminen.
KUVIO 17. Siirtomuuntelun avulla muodostettu laatta ja laatoitus
Rotaatiomenetelmä on siirtomuuntelun monimutkaisempi versio. Lähtökuviona 
on myös neliö, johon mielivaltaisin viivoin yhdistetään yläreunan kärkipisteet ja osa 
leikataan irti ja siirretään kiertämällä ylhäältä oikeaan reunaan. Seuraavaksi yhdis-
tetään mielivaltaisella viivalla alareunan kärkipisteet ja osa leikataan irti ja siirretään 
kiertämällä alhaalta vasempaan reunaan. (Giganti & Cittadino 1990, 6–16.) Näin 
saadaan uusi taiteellinen laattamuoto. Kuviossa 18 esitetään rotaatiomenetelmä.
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KUVIO 18. Rotaatiomenetelmällä muodostettu laatta
Jaksollisen laatoituksen onnistuminen näillä neliöpohjasta luoduilla omaperäisillä 
ja taiteellisilla laattakuvioilla herättää ihmetystä ja ihastusta. On todettava sekä siir-
tomuuntelun että rotaatiomenetelmän vaativan tekijältään suurta huolellisuutta ja 
tarkkuutta työskentelyssä. Tällainen työ tulee palkittua, kun lopputuloksena voi todeta 
jaksollisen laatoituksen onnistuvan aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä. Kuviossa 
19 esitetään eräs ”logo”-laatan avulla suoritettu pinnan peittäminen.
KUVIO 19. Oppilastyönä suoritettu siirtomuuntelu
4.2.3 Jaksottomat laatoitukset 
Taso voidaan laatoittaa äärettömän monella eri tavalla niin, ettei laatoitus ole jak-
sollinen. Laatoitusta sanotaan jaksottomaksi, jos sillä ei ole siirtosymmetriaa. Toisin 
sanoen tasolta ei voida valita kahta sellaista kohtaa, että kummastakin mitattuna olisi 
aina samalla etäisyydellä ja samassa suunnassa saman laiset ja samassa asennossa olevat 
laatat. (Ball 1997, 165–170. ) Penrosen laatat ovat tapa peittää taso jaksottomasti 
pienellä joukolla erilaisia monikulmioita. Ne ovat saaneet nimensä tällaisia laatoituksia 
1970-luvulla tutkineen matemaatikko Roger Penrosen mukaan. Alkuperäinen Pen-
rosen laatoitus muodostuu viisikulmiosta sekä kolmenlaisista muista erimuotoisista 
laatoista: viisisakaraisista tähdistä (pentagrammeista), ”veneistä” sekä ”timanteista” eli 
ohuista suunnikkaista, kuten oheisessa kuviossa 20. 
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KUVIO 20. Jaksotonta laatoitusta Penrosen laatoilla.
Laatoitus voidaan toteuttaa myös piha-alueita tai katuja peittämällä, kuten 
esimerkiksi Penrosen laatoitus Helsingin Keskuskadulla. Pinta peitettiin kahdella 
geometrisella kuviolla, leijalla ja nuolella. Kuviossa 21 tarkastellaan jaksollisen ja 
jaksottoman laatoituksen eroa käyttäen mielivaltaista kuusikulmiota. Jaksollinen 
laatoitus perustuu samansuuntaisiin siirtoihin.
KUVIO 21. Laatoitus mielivaltaisilla kuusikulmioilla jaksollisesti ja jaksottomasti.
Monikulmiot ovat olleet aiheina monissa geometrian opetuksen ja oppimisen 
tutkimuksissa määritettäessä oppilaan geometrisen tietämyksen tasoa (Clements & 
Battista 1990; Clements ym. 1999; Crowley 1987, 1989; Fuys ym. 1988; Gutierrez 
& Jaime 1998; van Hiele ym. 1958; Muyeghu 2008). Seuraavaksi tarkastelen tesse-
laatiota geometrian oppimisen näkökulmasta.
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4.3 Tesselaation mahdollisuudet geometrisen ajattelun 
kehittymisen kontekstina
Tasopinnan laatoitus toimii työssäni pedagogisena lähtökohtana ja edustaa sovellus- ja 
ongelmalähtöistä geometrian opetusta. Tässä tutkimuksessa toteutetun Laatoitus-
projektin laadin hyödyntäen alun perin Dina van Hiele-Geldofin (1957) kehittämää 
geometrian opetusmetodia. Suomalaiseen peruskouluun luomani oppimisympäristö 
mahdollistaa myös oppilaiden geometrisen ajattelun kehityksen tarkastelun. Opetuksen 
työtavat ja sisällöt olen pyrkinyt kehittämään sellaisiksi, että ne tukisivat mahdollisim-
man hyvin oppilaan geometrisen ajattelun kehittymistä van Hielen teorian tasojen 
mukaisesti. van Hielen ja van Hiele-Geldofin (1958) didaktiseen tutkimukseen kuului 
muun muassa konteksti, jonka tarkoitus oli edistää ajattelua visuaalisesta hahmottami-
sesta matemaattiseen käsitteenmuodostukseen ja päättelyyn. Tällaiseksi kontekstiksi 
valitsin tässä tutkimuksessa monikulmioilla suoritetun tasopinnan peittämisen. Ideana 
oli löytää monikulmioiden joukosta tesseloivia muotoja, joilla tasopinta voidaan peittää 
tarkasti niin, ettei jää aukkoja eikä muodostu päällekkäisyyttä. 
Varmistaakseni, että tämän opetusmenetelmän avulla oppilasta totutetaan ajatte-
lussaan van Hielen tasojen mukaiseen etenemiseen, noudatin van Hielen (1986, 54) 
ohjetta, jossa opetus sisältää seuraavat viisi aktiviteettivaihetta: 
1. vaihe: Kaikki alkaa tutkimisvaiheesta, jossa materiaalit ohjaavat oppilasta tutki-
maan ja keksimään tiettyjä rakenteita. Tässä tutkimuksessa on tutkittavana moni-
kulmioita, joita oppilaat voivat tunnistaa aikaisemman tietorakenteensa pohjalta.
2. vaihe: Välittömässä perehtymisvaiheessa tehtävät esitellään siten, että rakenteet
ilmestyvät vähitellen. Tämän tutkimuksen osalta oppilaat pohtivat monikulmioi-
den ominaisuuksia ja etsivät tesseloivia muotoja intuitiivisesti ja systemaattisesti.
3. vaihe: Selitysvaihe sisältää opettajan selitykset terminologiasta, ja samalla
opettaja rohkaisee oppilaita käyttämään tätä sanastoa keskusteluissa sekä kir-
jallisessa työskentelyssä. Käsitteiden oikeellisuus tarkistetaan ja tesselaatioita
eri muodoilla perustellaan. Tämä vaihe tarkoittaa oppilaiden omakohtaista
osallistumista tiedon konstruoimiseen.
4. vaihe: Vapaan orientoitumisen vaiheessa opettaja esittelee tehtäviä, jotka voidaan 
ratkaista täydellisesti eri tavoin. Tällaisissa tehtävissä oppilaat voivat osoittaa
osaamistaan esimerkiksi kertomalla omista ratkaisumenetelmistään. Tässä
tutkimuksessa tesselaatioiden tutkiminen etenee vaativampiin muotoihin sekä
menettelytapoihin ja oppilaita rohkaistaan vuorovaikutuksellisuuteen opittavien
asioiden käsittelyssä.
5. vaihe: Integraatiovaiheessa oppilailla on mahdollisuuksia yhdistää kaikki edel-
tävät vaiheet ja siihen mennessä oppimansa. Oppilaat saavat kokonaisvaltaisen
näkökulman geometristen käsitteiden oppimiseen, mahdollisuuden monikulmi-
oiden tunnistamiseen sekä näiden ominaisuuksien ja järjestämisen oppimiseen. 
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Tässä opetusmenetelmässä oppilaan itsenäisen toiminnan osuus lisääntyy vaihe 
vaiheelta. Opettajalla on näiden vaiheiden aikana erilaisia rooleja. Opettaja suun-
nittelee tehtävät, ohjaa oppilaita kiinnittämään huomiota geometrisiin muotoihin, 
esittelee terminologiaa, innostaa oppilaita keskusteluihin ja termien käyttöön sekä 
rohkaisee ongelmanratkaisuun ja selittämään ratkaisujaan. Kaikkien näiden vaihei-
den suorittaminen erilaisten materiaalien avulla kehittää oppilaan rikasta pohjaa 
visuaalisessa ja kuvailevassa ajattelussa, joka vaatii runsaasti kokemuksia muodoista 
ja niiden ominaisuuksista. van Hiele (1986, 50) korostaa, että keskustelu on kaik-
kein tärkein osa opetus/oppimisprosessia, jossa myös opettajan osallistuminen on 
olennaista. Opettajan tehtävä on innostaa oppilaita aktiviteetteihin, jotka tarjoavat 
harjoittelua geometrisessa ajattelussa. (van Hiele 1986; van Hiele-Geldof 1957; van 
Hiele & van Hiele-Geldof 1958.) 
Opetuskokeilu on lähtökohtana myös Fuys ym. (1988, 17-55) tutkimuksessa, 
jossa tarkasteltiin yksittäisen oppilaan ajattelun kehitystä. Opetusmetodi sisälsi 
oppilasaktiviteetteja koskevia moduuleja, joissa van Hielen tasolta seuraavalle siirty-
mistä pyrittiin tukemaan teoriaan sovitetun opetusmenetelmän vaiheiden avulla. (ks. 
luku 3.4.4) Opetusmoduulit sisälsivät muun muassa geometrian käsitteellistämistä, 
geometristen muotojen tunnistamista ja järjestämistä. Tutkimuskäyttöön Fuys ym. 
(1988, 32-33) kehittivät myös tesselaatiota koskevan moduulin. Tutkimus vahvistaa 
kuudesluokkalaisten oppilaiden geometrisen ajattelun edistymistä yhden van Hielen 
tason verran huolimatta ajallisesti lyhyestä opetusjaksosta (6-8 oppituntia). 
Tesselaatio geometristen muotojen avulla on ollut useiden kansainvälisten tut-
kijoiden kiinnostuksen kohteena (Callingham 2004; Crowley 1987; Ilucová 2005; 
Jones & Mooney 2003; Nakin 2003; de Villiers 2010). Jonesin ja Mooneyn (2003, 
12-13) tutkimuksen mukaan tesselaation avulla opiskelu voi toimia ponnahduslautana 
kulmien, kulmien ominaisuuksien, säännöllisten ja epäsäännöllisten monikulmioi-
den sekä yhtenevien ja yhdenmuotoisten kuvioiden oppimiseen. Edelleen se tarjoaa 
intuitiivisen visuaalisen perustan tuottaa erilaisia geometrisia sisältöjä, joiden käsit-
tely mahdollistuu deduktiivisella tavalla myöhemmässä vaiheessa. de Villiers (2010, 
12) totesi tutkimuksessaan, että käsiteoppimisen kannalta on hyvä, jos oppilas saa
kokemusta fyysisesti laattojen kääntämisestä ja pyörittämisestä ja niiden geomet-
risista ominaisuuksista. Tesselaation avulla voidaan edelleen toteuttaa geometrian 
perusopetusta toiminnallisesti ja ongelmalähtöisesti sekä herättää oppilaiden tarve 
itsenäiseen ajatteluun. 
Tesselaation toiminnallinen käyttö kouluopetuksessa edellyttää Callinghamin 
(2004, 183) mukaan opettajan ja oppilaiden yhteistä ymmärrystä sen luonteesta. 
Callingham (2004) tutki alakoulun 5.-6.-luokan oppilaiden (N=26) ymmärrystä 
tesselaatiosta. Tutkimuksessa käytettiin van Hielen tasoja perustana analysoitaessa 
kahdeksaa eri tesselaation kuvausta. Callinghamin (2004) tutkimuksen tarkoitus 
oli selvittää pinta-alan käsitettä. Suuri osa lapsista oli kykenemätön määrittämään, 
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kuinka paljon laattoja tarvitaan peittämään tietty alue. Tutkimus vahvistaa käsitystä, 
jonka mukaan suurin osa alakoulun oppilaista työskentelee van Hielen tunnistami-
sen tasolla. (Callingham 2004, 183-190.) Crowley (1987) sisällytti tutkimukseensa 
van Hielen kehitysmalliin perustuvia kokeita, joissa käytettiin myös tesselaatiota. 
Tässä muotojen tuottaminen perustui van Hielen alimman tason tarkasteluun. 
Crowleyn (1987, 8) mielestä van Hielen teoriaan perustuva opetus edistää kaik-
kien geometrista ajattelua. Ilucová (2005) teki monikulmioihin ja tesselaatioon 
perustuvaa tutkimustaan 14-16-vuotiaiden oppilaiden keskuudessa. Tutkija ko-
rostaa eri-ikäisten mahdollisuutta monikulmioiden luokitteluun ja ominaisuuksien 
tarkasteluun. Ilucován tukimuksessa kysymystenasettelu noudattaa monelta osin 
tämän tutkimuksen linjaa. Oppilaiden kokemukset oppimisympäristöstä olivat 
myönteisiä ja asetetut ongelmat perustuivat heidän kokemusmaailmaansa. (Ilucová 
2005, 161-177.) Geometrian ja luovuuden yhteyttä tutkinut Nakin (2003) korostaa 
visualisoinnin tärkeyttä geometrian opetuksessa. Tutkija käytti 7.-luokkalaisiin 
kohdistuneessa tutkimuksessaan ongelmalähtöistä ja luovuutta tukevaa metodia, 
johon sisältyi muun muassa tesselaatioita. (Nakin 2003, 97, 105, 147-151, 195.) 
Burgerin ja Shaughnessyn (1986) mukaan geometria on tärkeä tekijä matematiikan 
opetuksessa. Tutkijoiden mielestä oppilaiden tulee saada rakentaa ja suunnitella 
kuvioita sekä käyttää tesselaatioita tutkiessaan tasopintaa. Kaikki nämä aktiviteetit 
kehittävät oppilaiden geometrista ajattelua. Opetuksen päämääränä olisi rohkaista 
oppilaita ajattelemaan ja keskustelemaan eri ratkaisujen eroista ja yhtäläisyyksistä. 
Olennainen syy tesselaation käyttöön geometrian opetuksessa on kuitenkin sen 
tarjoama intuitiivinen visuaalinen perusta van Hielen tasolla 1. Tesselaatioon 
voi sisällyttää erilaista geometrista sisältöä, joka tarjoaa kontekstin geometristen 
kuvioiden ominaisuuksien deduktiiviseen päättelyyn van Hielen tasolla 2 sekä 
kuvioiden loogiseen selitykseen van Hielen tasolla 3. Viime vuosina tesselaatio 
on otettu käyttöön muun muassa Etelä-Afrikan peruskouluissa huolimatta siitä, 
että useat opettajat ja oppikirjan tekijät eivät ymmärrä sen merkitystä suhteessa 
van Hielen teoriaan. (de Villiers 2010, 8-9.) Suomessa laatoitusongelmia tutkinut 
Keranto (1982) toteaa, etteivät ne ole ratkaistavissa yhdessä tunnissa tai vielä lyhy-
emmässä ajassa, vaan kysymyksessä on toimintaprosessi, jossa oppilaat ”keksivät” 
matemaattisia periaatteita, jotka tiede on osoittanut jo aiemmin oikeaksi. Tällöin 
oppilaat toimivat kuin ”pikkutieteilijät” luovassa ongelmanratkaisutilanteessa. 
(Keranto 1982, 35-48.)
Tesselaatiota koskeva tutkimus tasossa on kiinnostanut monia eri alan tutkijoita ja 
laajentunut myös kolmiulotteiseen ympäristöön, johon tietokoneavusteinen opetus 
ja virtuaaliympäristö antavat hyvät mahdollisuudet (Cappellari & Copin 2003; Du, 
Gunzburger & Ju 2003; Du & Wang 2004; Furner & Marinas 2007 Montanvert, 
Meer & Rosenfeld 1991; Montensinos 1987; Peyre & Cohen 2004; Settgast, Müller, 
Fünfzig & Fellner 2004). Visuaalisesti virtuaaliympäristö on hyvä vaihtoehto. Siitä 
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ovat osoituksena myös lukuisat internetsivustot, joissa käsitellään tesselaatioita. (ks. 
esim. http://www.tessellations.org/.) Pohdittavaksi jää, heikentääkö virtuaaliympäristö 
oppimisprosessin aikana tapahtuvaa sosiaalista vuorovaikutusta.
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5 Tutkimuksen tarkoitus ja tutkimuskysymykset
Tämän tutkimuksen keskiössä ovat ne mahdollisuudet, joita geometrian opettaminen 
ja oppiminen tarjoavat. Geometriajakson toteuttaminen peruskoulun opetuksessa jää 
viimekädessä opettajan vastuulle. Usein aikataulumuutokset koulun kiireisessä ja mo-
nimuotoisessa arjessa voivat pakottaa opettajan typistämään geometriajaksoon suun-
nittelemaansa tuntimäärää. Toimiessani esiopetuksessa, alakoulussa luokanopettajana 
sekä matemaattisten aineiden opettajana yläkoulussa ja lukiossa minulle tarjoutui 
mahdollisuus suunnitella ja toteuttaa erilaisia opetusmenetelmiä geometriajakson 
aikana. Mahdollisuuksia yhdistää geometrian opetus arkitodellisuuteen ja oppilaiden 
kokemusmaailmaan on lukuisia. Tämän tutkimuksen keskeinen tavoite ja tehtävä oli 
kehittää ja kuvata sellainen kaikille perusopetuksen oppilaille soveltuva geometrian 
oppimisympäristö, jossa oppilailla olisi mahdollisuus aktiivisina toimijoina toteuttaa 
aikaisempien tietorakenteidensa pohjalta tesselaatioon nojautuvien ongelmien ratkai-
sua toiminnallisuutta, ongelmalähtöisyyttä ja keskustelevaa osallisuutta korostavassa 
ympäristössä. Laatoitusprojektiin integroidun kuvataiteen keinoin asetettiin tavoit-
teeksi tuoda työskentelyyn luovuutta ja mahdollisuuksia oppilaiden onnistumisen 
kokemuksiin. Oppimisympäristön kehittämistä jatkettiin kenttätutkimusvaiheiden 
ajan. Tutkimuksen tavoitteeksi asetettiin myös oppilaiden omaksuman geometrian 
tiedon selvittäminen projektityöskentelyn alussa lähtötasomittauksessa sekä kaikkien 
tutkimushenkilöiden osalta geometrian testisuorituksessa. Tämä mahdollisti myös ylä-
koulun oppilaiden matemaattisen ja kuvataiteellisen suuntautuneisuuden tarkastelun 
geometrian testisuorituksen näkökulmasta. Tutkimusasetelmasta johtuen tavoitteena 
oli myös kuvata kaikkien tutkimushenkilöiden geometrisen ajattelun van Hielen 
tasoa eri tutkimusvuosina. Osallisuuden näkökulmasta asetettiin edelleen tavoitteeksi 
selvittää oppilaiden sekä opettajien kokemuksia Laatoitusprojektissa työskentelystä. 
Maahanmuuttajataustaiset ja erityistä tukea tarvitsevat oppilaat edellyttivät erillistä 
huomioimista. Näistä lähtökohdista asetin tutkimukselleni tutkimuskysymykset, 
joihin etsin vastausta a) tarkastelemalla oppilaiden geometrista ajattelua: 
1. Millainen oli 5.-6.-luokkalaisten geometrisen tietämyksen lähtötaso?
2. Millaista oli 5.-9.-luokkalaisten van Hielen teorian mukainen geometrinen 
ajattelu ja miten se kehittyi eri tutkimusvuosina?
3. Millainen yhteys oli yläkoulun oppilaan geometrian testin tuloksen sekä 
matematiikan ja kuvataiteen kouluarvosanan välillä? 
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sekä b) kuvaamalla oppimisympäristössä mukana olleiden kokemuksia:
4. Miten oppilaat kokivat Laatoitusprojektissa työskentelyn?
5. Miten opettajat arvioivat opetuksen ja oppimisen toteutumista Laatoi-
tusprojektissa?
Täsmennän tutkimuskysymysten määrittämistä seuraavassa luvussa 6, jossa pe-
rustelen tarkemmin opetusryhmien valintaa.
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6 Tutkimuksen menetelmälliset valinnat
Aluksi esittelen tutkimuksen empiirisen asetelman ja tutkimushenkilöt. Sen jälkeen tar-
kastelen menetelmällisiä ratkaisuja ja kuvaan kuinka niitä sovellettiin tässä tutkimuksessa. 
Esittelen myös tiedonhankintatavat, joiden avulla etsin vastauksia asettamiini tutkimus-
kysymyksiin. Luvun lopussa selvitän tutkimuksessa käytettyjen mittareiden perustaa. 
6.1 Tutkimuksen empiirinen asetelma ja tutkimushenkilöt
Tutkimusasetelman tehtävänä on ohjata tutkijaa aineiston keruu-, analysointi- ja 
tulkintavaiheissa. Tutkimusasetelmaa tässä tutkimuksessa voidaan kuvata sillaksi, joka 
yhdistää tutkimuksen teoreettiset lähtökohdat ja tavoitteet niistä johdettuihin tutkimus-
kysymyksiin sekä edelleen empiirisen aineiston analysoinnin jälkeen tämän tutkimuksen 
tuloksiin ja johtopäätöksiin. Esitutkimuksen 2003 jälkeen tutkimuksen toimintamalli 
muotoutui vastaamaan väitöskirjatutkimusta paremmin palvelevaksi. Vuosina 2005 ja 
2006 mielenkiintoni laajeni oppilaiden geometrisen ajattelun kehittymisen tarkasteluun. 
Tuosta syystä tutkimukseen otettiin mukaan perusopetuksen luokat 5–9. Yläkoulun 
oppilaat osallistuivat tietyin valintaluokkaperustein vain geometrian testiin. Kuvios-
sa 22 kuvaan tutkimuksen empiiristä asetelmaa oppilaan geometrisen tietämyksen 
näkökulmasta sekä van Hielen tason määritystä geometrian testien G1 (kuvioiden 
tunnistaminen), G2 (kuvioiden ominaisuudet) ja G3 (kuvioiden järjestäminen) avulla.
KUVIO 22. Tutkimuksen empiirinen asetelma
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1. Jokaisella oppilaalla on omat kokemuksensa ja ajattelu- ja tietorakenteensa, 
jotka opettaja voi selvittää testaamalla oppilaidensa lähtötiedot.
2.
Keskiössä tässä tutkimuksessa on oppilaan geometrinen ajattelu, jota tarkastellaan 
kaikkien tutkimushenkilöiden osalta toisaalta iän, kehityksen ja kouluoppimisen myö-
tä omaksutun tiedon sekä toisaalta van Hielen geometrisen ajattelun kehitysteorian 
mukaisena ilmiönä ja siten siihen perustuvin tasomittauksin. Oppimisympäristön 
tutkimukseen valitut luokat (ks. Luku 6.1.1) suorittivat samanaikaisesti geomet-
rian lähtötasotestin. Lähtötasotestin merkitys korostuu opetuksen suunnittelussa 
seuraavasti:
Jokainen oppilas konstruoi omakohtaisesti ja aktiivisesti tieto nsa ennen
kuin oppimista tapahtuu. (Ahtee & Pehkonen 1994.) 
Lähtötasotestin sisältö oli laadittu kattamaan geometrian oppisisältöjä, joiden osaa-
minen edisti Laatoitusprojektin oppisisällön ymmärtämistä. Projektityöskentely-
vaiheen jälkeen seurasi kaikkia tutkimushenkilöitä koskevan geometrian testin suo-
ritus sekä Laatoitusprojektiin osallistuneiden oppilaiden itsearviointi kokemuksistaan. 
Kuvio 23 esittää tutkimusvaiheet.
Oppilaiden
lähtötaso 
(5 6 luokka )     
geometrisen tiedon 
LAATOITUSPROJEKTI 
(  5 6 luokka ) 
van Hielen  taso 
Oppilaiden (5 9 luokka) 
geometrisen ajattelun 
Oppilaiden (5 6 luokka) 
itsearviointi 
KUVIO 23. Tutkimusvaiheet
Esitutkimuksessa projektityöskentelyn aikana suoritetut geometrian alku- ja 
lopputesti osoittautuivat soveltumattomaksi seuraavien tutkimusvaiheiden yhtey-
dessä. Relevanttiin mittaukseen tarvittiin enemmän testien väliin jäävää aikaa, jotta 
muistijäljet eivät ohjaisi tuloksia eivätkä mittareiden luotettavuutta harhaan. (ks. 
Eysenck & Keane 2005.)
6.1.1 Tutkimushenkilöiden ja projektityöskentelyn opetusryhmien valinta
Tutkimukseen mukaan tulevien oppilaiden valinnan yhteydessä pohdin tutkimuksen 
tavoitteita ja tutkimuskysymyksiä uudelleen. Monipuolisen tutkimusaineiston ke-
räämiseksi tutkimushenkilöiden tulisi edustaa mahdollisimman laajaa kokonaisuutta 
iän ja kehityksen osalta. Projektityöskentelyn opetusryhmässä tulisi näyttäytyä ne 
mahdollisuudet, joilla parhaiten voidaan mitata Laatoitusprojektin vaikuttavuutta. 
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Keväällä 2003 projektityöskentelyn opetusryhmiksi valittiin kaksi perusopetuksen 
kuudetta luokkaa. Haapaveden Hyttikallion koulun 6A-luokka sekä Oulun normaa-
likoulun 6B-luokka tulivat tutkijalle tutuiksi luokanopettajan koulutuksen yhteydessä. 
Tutustuin oppilaisiin syyslukukauden kenttä- ja perusharjoittelujaksojen aikana. Nuo 
jaksot antoivat minulle hyvän lähtökohdan oppilaantuntemukseen jo luokanopetta-
jan koulutuksen laaja-alaisuuden perusteella. Tutkimuksen teoreettiset lähtökohdat 
ja tutkimuskysymykset edellyttivät hyvää oppilaantuntemusta. Näiden oppilaiden 
osalta voitiin lisäksi Laatoitusprojektin vaikuttavuutta tutkia empiirisesti samalla 
luokkatasolla. Syksyllä 2002 tutkimusta suunnitellessani olin saanut luvan kyseisten 
koulujen rehtoreilta työn suorittamiseen ja siihen liittyvän tutkimusaineiston käyttöön 
pro gradu -työssäni. Lisäksi olin sopinut kyseisten luokkien luokanopettajien sekä 
Oulun normaalikoulun matematiikan lehtorin kanssa projektin toteuttamisesta ja 
aikataulusta. Koulun hektisessä arjessa ja varsinkin yliopiston harjoittelukoulussa ai-
kataulut on suunniteltava hyvissä ajoin. Tärkeä peruste valinnassa oli myös oppisisältö. 
Oulun Normaalikoulun 6B-luokka oli opiskellut geometrian jakson jo marraskuussa. 
Hyttikallion koulun 6A-luokan geometria jakso oli suunniteltu tutkimuksen ajalle.
Keväällä 2005 projektityöskentelyn opetusryhmiksi valittiin Hyttikallion koulun 
5A- ja 6B-luokat. Näin saatiin mahdollisuus tarkastella oppimisympäristöön liittyvää 
luokkatason mukanaan tuomaa haastetta. Verrokkiryhmät 5B ja 6A tulivat mukaan 
tutkimushenkilöinä, joiden avulla voitiin saada tietoa iän, kehityksen ja yleisesti 
koulussa opitun tiedon vaikutuksesta geometrisen tiedon omaksumiseen sekä geo-
metrisen ajattelun van Hielen tasoon. Matemaattisten aineiden opettajana olin myös 
kiinnostunut siitä, miten matemaattinen suuntautuneisuus näyttäytyisi oppilaiden 
geometrian testin tuloksissa. Tähän perustuen tutkimukseen valittiin yläkoululta 
Luma-luokat 7D, 8F ja 9G. Mittauksen validiteetin vahvistamiseen tutkimukseen 
otettiin myös verrokkiryhmät 7B, 8C ja 9D. Keväällä 2006 projektityöskentelyyn 
osallistui opetusryhmänä Hyttikallion koulun luokka 6A. Tämä valinta perustui 
siihen, että olisi mahdollisuus saman opetusryhmän (entinen 5A-luokka vuodelta 
2005) mittaukseen Laatoitusprojektin intervention tarkastelussa. Muiksi tutkimus-
henkilöiksi valittiin samalta koululta luokat 5A, 5B ja 6B. Näiden verrokkiryhmien 
oletettiin taas antavan tärkeää tietoa iän, kehityksen ja koulussa opitun geometrian 
omaksumisesta. Yläkoululla seitsemäsluokkalaisista tutkimushenkilöiksi valittiin 
oppilaat, jotka olivat olleet edelliskeväänä 2005 mukana projektityöskentelyssä. Tämä 
tutkimusryhmä koottiin luokilta 7A–7F. Alakoululta yläkouluun siirryttäessä oppilaat 
ryhmittyvät yläkoulun toimintakulttuurin mukaan. Analyysivaiheessa kyseisen ryh-
män Hyttikallion 6A-luokan vuoden 2005 oppilaat koodattiin ”uudeksi” luokaksi ”7A 
2006”. Edelleen Hyttikallion 6B-luokan vuoden 2005 oppilaat koodattiin ”uudeksi 
luokaksi ”7B 2006”. Näin saatiin taas mahdollisuus tarkastella Laatoitusprojektiin 
osallistuneiden oppilaiden geometrisen ajattelun kehittymistä erilaisesta näkökulmas-
ta. Muut tutkimukseen osallistuneet yläkoulun luokat olivat 8B, 8D, 9C ja 9F, joista 
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Luma-luokkia olivat 8D ja 9F. Luma-luokalla 7F (2006) oli vain Hyttikallion koulun 
6A ja 6B (2005) -luokkien oppilaita. Koska tämä oppilasryhmä oli heterogeeninen tut-
kimusasetelmani näkökulmasta, en valinnut sitä lainkaan vuoden 2006 tarkasteluun. 
Pätevään tarkasteluun olisi päässyt vain oppilaiden yksilöllisellä mittaamisella, koska 
osa oppilaista (6B) oli edellisenä keväänä mukana projektityöskentelyssä. Tyydyin 
tulkitsemaan oppilasryhmiä kokonaisuudessaan. Taulukko 2 esittää yhteenvedon 
tutkimukseen valituista oppilaista vuosina 2003, 2005 ja 2006. 
TAULUKKO 2. Tutkimukseen valitut oppilaat (tutkimusvuosi ja luokkataso)
5 6 7 8 9 Yhteensä
2003 - 39 - - - 39
2005 35 36 45 43 41 200
2006 30 35 34 42 43 184
Tutkimuksessa vuonna 2005 oli tyttöjä 53,6 % ja poikia 46,4 % . Vastaavasti vuonna 
2006 oli tyttöjä 53,4 % ja poikia 46,6 %. Sukupuoleen kohdistuvia tarkasteluja ei 
kuitenkaan tehty tässä tutkimuksessa. Oppilasmääriä myöhemmin luvussa 8 tar-
kastellessa on huomattava joidenkin oppilaiden poissaolo lähtötaso- tai geometrian 
testistä. Geometrian testiin 2005 osallistui 198 oppilasta ja kun taas vuonna 2006 
osallistujia oli 183. 
6.1.2 Opetusjärjestelyjen valmistelu
Keväällä 2005 tutkimusryhmien vahvistamisen jälkeen alkoi varsinainen yhteistyö 
alakoulun kollegoiden kanssa. Tutkimusryhmien luokanopettajat lupautuivat jousta-
vasti valvomaan lähtötasotestin matematiikan tunnilla. Koeajankohdaksi suunniteltiin 
päivä, jolloin testin toteutus eri luokilla oli mahdollista joko saman tunnin aikana 
tai välittömästi seuraavalla tunnilla välitunteja vaihtaen. Näin varmistettiin, etteivät 
testikysymykset välity ennenaikaisesti oppilaille. Tällä toimenpiteellä haluttiin var-
mistaa vain tutkimusmittarin validiteetti. Vaihtotuntien järjestely toteutettiin myös 
yhteistyössä opettajien kanssa. Opettajilta vaadittiin kärsivällisyyttä ja joustavuutta 
heidän luopuessaan työjärjestyksen mukaisista tunneista. Projektitunnit löysivät lopul-
ta paikkansa ja niistä muodostui ehjä kokonaisuus molemmissa opetusryhmissä. Kou-
lupäivien pituuteen projektityöskentely ei vaikuttanut, sillä se toteutettiin normaalin 
kouluajan puitteissa eli klo 9–15 välisenä aikana. Tutkimus edellytti myös tutkijan 
päätoimen osalta toimenpiteitä opetusjärjestelyissä. Vattukylän koulun oppilaiden 
vanhemmille oli lähetetty hyvissä ajoin tiedustelu suhtautumisesta koulun työpäivien 
aikataulullisiin muutoksiin, kun opettaja tekee tutkimusta keskustan koululla. Koska 
maantieteellinen etäisyys oli noin kahdeksan kilometriä, oli aikaa varattava riittävästi 
myös ajomatkoihin omalla autolla ja käytännön toimiin päivittäin ennen tutkimuk-
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sen alkamista. Näitä toimia olivat esimerkiksi opetusmateriaalin kokoaminen sekä 
teknisten apuvälineiden, kuten videokameran, digitaalikameran sekä piirtoheittimen, 
varmistaminen. Vastuullani oli myös järjestää oppilaille tarpeelliset työvälineet, kuten 
sakset, liimat, kartongit ja niin edelleen. Vattukylän koulun oppilaiden vanhemmat 
antoivat täyden tuen tutkimusajankohdan tuomiin muutoksiin. Vanhemmille muutok-
set merkitsivät tavallisuudesta poikkeavia ajankohtia lasten kouluun ja koulusta kotiin 
saattamiselle. Koska työskentelin sivukylän koululla, useimmilla vanhemmilla oli 
tuon alueen toimintakulttuurin mukaisesti mahdollisuus vapaampiin aikataulullisiin 
muutoksiin. Kyydityksen piirissä olevien oppilaiden aikatauluja muutettiin rehtorin 
luvalla. Pikkuoppilaat itse olivat hyvin innostuneita tästä ”projektista”, joka toi jotakin 
uutta koulupäiviin ja -viikkoihin. Opettaja oli ”oma” muutamaa vaihtotuntia lukuun 
ottamatta. Sovimme esikoulun opettajan kanssa opetusjärjestelyistä tutkimuksen 
lopussa olevan testin takia. Koska geometrian testi järjestettiin saman päivän aikana 
kaikille tutkimushenkilöille 5.–9.-luokilla, olin tutkijana valmis valvomaan sekä 
Hyttikallion koululla että yläkoululla niitä oppilaita, joille koetilanne ei muuten olisi 
ollut mahdollista järjestää. Näin tarjosimme kaikille esiopetuksen ja alkuopetuksen 
oppilaille virkistävää vaihtelua opettajan vaihdoksilla. Ehkä juuri tuolloin toimiessani 
väliaikaisesti esikoululaisten opettajana koin innoituksen ja orastavaa rohkeutta, jota 
vaadittiin myöhemmin elämässäni, ryhtyessäni esiopetusryhmän opettajaksi eräälle 
toiselle sivukylän koululle.
Työläin, muttei kuitenkaan vaikein, vaihe oli myös yläkoulun lukujärjestykseen 
paneutuminen koejärjestelyjä suunniteltaessa. Rehtorin suostumuksella ja opinto-
ohjaajan avustuksella sain riittävästi tietoa opetusryhmien työjärjestyksistä. Poimimme 
kaikille tutkimukseen osallistuville luokille geometrian testin suorittamiseen sopivan 
päivän. Kaikki opettajatoverit suhtautuivat joustavasti tähän järjestelyyn. Tiedän toki 
aineenopettajavuosiltani yläkoulun kiireisestä aikataulusta, jolloin yhdenkin tunnin 
poikkeama aiheuttaa haasteita. Tuon yhteistyön innoittamana sain myöhemmin 
mahdollisuuden toimia kyseisellä yläkoululla myös laaja-alaisena erityisopettajana 
ja etsiä välineitä oppilaiden matemaattisten oppimisvaikeuksien tukemiseen. Olin 
toki vuosikymmeniä aikaisemminkin työskennellyt tuossa koulukompleksissa lukion 
ja yläasteen yhteisenä matemaattisten aineiden opettajana. Erityisopetuksen kenttä 
oli minulle kuitenkin uusi, joten tunsin tarvetta vahvistaa ammatillista osaamistani 
suorittamalla erityispedagogiikan aineopinnot ansiotyöni ohessa. 
6.2 Tutkimusstrategian valinta 
Tutkimusmetodilla tarkoitetaan niitä käytäntöjä ja operaatioita, joilla tutkija tuottaa 
havaintoja. Tarvitaan myös sääntöjä, joilla havaintoja muokataan ja tulkitaan, jotta 
voidaan arvioida niiden merkitystä johtolankoina tutkimusongelman ratkaisemiseksi. 
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Tässä tutkimuksessa induktiivinen tutkimusote korostaa tapausten yksityiskohtien 
tärkeyttä. Tutkimusote sisältää sisäisen perspektiivin, joka syntyy siitä, että aineistot 
vauhdittavat tutkijan ajattelua – eivätkä latista sitä (Eskola ja Suoranta 2005, 215). 
Tutkimukseni on empiirinen ja se perustuu kokemukseen tutkimuskohteesta. Tutki-
muksessani tutkimustulokset on saatu tekemällä konkreettisia havaintoja tutkimus-
kohteesta sekä analysoimalla ja mittaamalla niitä. Havaintojen keräämisessä olen käyt-
tänyt monimenetelmällistä (engl. mixed methods) toteutustapaa. Tässä tutkimusotteessa 
tutkija voi muodostaa tutkimusmenetelmistä erilaisia yhdistelmiä tutkimusintressinsä 
ja resurssiensa perusteella. ( Johnson & Onwuegbuzie 2004, 14-26.) Monien tutki-
joiden näkemys kyseisestä toteutustavasta vastaa myös omaa ymmärrystäni siitä, että 
kvantitatiivisen ja kvalitatiivisen tutkimuksen yhdistämisellä on mahdollisuus saada 
laaja ja syvällinen käsitys tutkittavasta ilmiöstä. Tutkijan on päätettävä miten ja milloin 
yhdistää määrällisiä ja laadullisia vaiheita tutkimuksen aikana ja kuinka yhdistää näillä 
metodeilla saadut tulokset vastaamaan tutkimuskysymyksiin (Ivankova, Creswell & 
Stick 2006; Lankshear & Knobel 2004; Sale, Lohfeld & Brazil 2002). 
Oppimisympäristön kuvaus perustuu kvalitatiiviseen menetelmäsuuntaukseen, 
jossa pyrin ymmärtämään tutkimuskohteen laatua, ominaisuuksia ja merkityksiä 
kokonaisvaltaisesti. Kvalitatiivisen tutkimuksen laatu on tulkitsevaa ja kuvailevaa. 
Vaikka näkökulmani on tässä tutkimuksessa pääosin kvalitatiivinen, voin käyttää 
myöskin kvantitatiivista otetta tilastollisten analyysien tarkastelussa. Menetelmien 
yhdistäminen tapahtuu seuraavasti: laadullisia menetelmiä käytetään käytännön 
opetustilanteiden syvällisessä tutkimisessa luokkahuoneessa ja määrällisiä menetelmiä 
geometrian testien tilastollisten merkitsevyyksien selvittämisessä. Kasvatustieteen 
käytännössä laadullisia ja määrällisiä lähestymistapoja ei pidetä enää tutkimuksissa 
toisensa poissulkevina ja yhteen sopimattomina. (Niglas 2004.) 
Kasvatuksen ja oppimisen tutkimuksen taustalla on paljon filosofisia kysymyksiä. 
Tutkijana olen kiinnostunut siitä, mikä merkitys on tutkijan aikaisemmilla koke-
muksilla, tiedoilla ja ymmärryksellä. Tutkimuksen filosofinen viitekehys rakentuu 
Hirsjärven, Remeksen ja Sajavaaran (2001, 118) mukaan filosofian eri alueille ja niitä 
koskeviin kysymystenasetteluihin. Tutkimuksen paradigmalla tarkoitetaan yleisesti sitä 
perususkomusten joukkoa, joka edustaa tutkijan maailmankuvaa. (Metsämuuronen 
2005, 199-200.) Uskomusten todellisuutta ei aina voida osoittaa, mutta ne ovat kui-
tenkin yleensä hyvin perusteltuja. Tutkimusparadigma vaikuttaa tutkijan tapaan tehdä 
tutkimustyötä eli siihen, miten hän hankkii tietoja, millaisia tutkimusmenetelmiä hän 
käyttää ja millainen on hänen roolinsa tutkimusprosessissa. Tutkimusparadigma on 
yhteydessä tutkimuksen tavoitteisiin, luotettavuuden arviointiin sekä siihen, miten 
tutkija ymmärtää ja esittää tutkimuksensa tulokset. (Guba & Lincoln 1994, 105–117.) 
Mikä on kokemuksen ja objektin suhde? Paradigmani vaikuttaa taustalla niin kasva-
tustyössä, opetustyössä kuin myös tutkimustyössä. Paradigmaa ei kuitenkaan valita. 
Siihen kasvetaan. Omassa tutkimuksessani ymmärrän roolini olevan tutkimuspro-
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sessissa aktiivinen havainnoija, tutkiva ja ohjaava opettaja. Käsitykseni tiedosta ja sen 
olemuksesta perustuvat osin Platonin (427-347 eaa.) idealistiseen tiedon perusmalliin 
Holgerin (1999, 31-56) kuvailemana; ihminen saa tietoa havaintojen ja ajattelun 
avulla. Tiedon hankinta tutkimuksessani tapahtuu geometrian oppimisympäristöä 
havainnoimalla ja geometrian testeillä. Matematiikan opetuksen taustalla on kon-
struktivistinen traditio. Konstruktivistinen oppimiskäsitys ilmentää pedagogiikan ja 
oppimisen tutkimustani. Korostan oppijan roolia tiedon itsenäisenä rakentajana ja 
perustan ajatukseni sekä Deweyn (1933) ”learning by doing” -oppimismetodiin että 
Kolbin (1984) kokemuksellisen oppimisen malliin (ks. myös Luku 2.2.1). Uskallan 
soveltaa tiedon rakentumisen metafooraan myös Bereiterin (2005, 64-92, 131-210) 
teorian pedagogista sovellutusta tiedon rakentelusta ja tutkivasta oppimisesta. 
Millä perusteella valitsin tutkimusmenetelmän? Olisiko joku toinen menetelmä 
ollut mahdollinen tai parempi? Olen miettinyt näitä kysymyksiä tutkimusprosessin 
aikana. Useiden tutkijoiden näkemykset saivat minut pohtimaan pitkän kenttätyö-
vaiheeni (2002-2006) aikana kouluetnografista näkökulmaa tutkimustyölleni. (esim. 
Lappalainen, Hynninen, Kankkunen, Lahelma & Tolonen 2007; Syrjäläinen 1995.) 
Olin paneutunut useiden koulujen arkeen ja toimintakulttuureihin sekä nähnyt niissä 
hyviä ja kehittämisen arvoisiakin asioita. Kuitenkin Syrjäläisen (1990, 68) esittämä 
ajatus siitä, että kouluetnografiassa ei tutkita oppimistuloksia perinteisellä tavalla, vaan 
kiinnostuksen kohde on luokan sisäisessä prosessissa ja yhteisön jäsenten omissa ajatuk-
sissa ja kokemuksissa, sai minut suuntaamaan tutkijankatseeni toimintatutkimukseen.
Heikkinen ja Jyrkämä (1999, 25–62) käyvät vuoropuhelua kysymyksestä ”Mistä 
tiedän, olenko tekemässä toimintatutkimusta?” Toimintatutkimuksellinen tutkimusot-
teeni näyttäytyy tutkija-opettajan oman työn tutkimisena ja kehittämisenä. Pohdin ja 
reflektoin kehitelläkseni vaihtoehtoja tiettyjen ongelmien ratkaisemiseksi ja tavoitteiden 
saavuttamiseksi. Toimintatutkimuksellinen ote auttaa relevantin tiedon löytymisessä, 
jolloin olennaista on tutkija-opettajan tutkimusprosessin aikainen reflektointi. (Coghlan 
& Brannick 2014.) Tutkimukseni pyrkii myös luomaan sellaisen kokemuksellisen op-
pimisympäristön, jossa oppilaan oma ajattelu ja toiminta edistävät oppimista. Toisaalta 
esiin nousevat sosiaalisten vuorovaikutustaitojen ja ryhmässä työskentelyn pätevyys 
ymmärryksen innoittajina. Pyrin tuottamaan uutta tietoa tutkimuksen yhteydessä. 
Tutkimuksen suorittamisen ja tieteellisen tiedon tuottamisen eettiset lähtökohdat voivat 
joutua koville ainakin spesifissä toimintatutkimuksessa. Huoli on kaiketi aiheellinen. 
Näistä tieteenfilosofisen viitekehyksen lähtökohdista päädyin määrittelemään tutki-
mukseni toimintatutkimukseksi sykleineen. Tutkijalla on tässä tutkimusstrategiassa ak-
tiivinen sekä toiminnallinen rooli yhdessä tutkimushenkilöiden kanssa analysoidessaan 
tutkimuskohdetta ja etsiessään aktiivisen toiminnan kautta vaihtoehtoisia ratkaisuja 
ongelmakenttään. Eri tutkijoiden tai tutkimusta suunnittelevien esitykset ja käsi-
tykset tieteenfilosofisista ongelmakohdista ovat laajentaneet näköalaani kasvatuksen 
tutkimuksen kentästä ja auttaneet itseäni kiinnittymään omaan tutkimusmaaperääni. 
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6.2.1 Toimintatutkimuksellinen ote 
Carr ja Kemmis (1986) ovat perehtyneet kasvatukseen ja koulutukseen liittyvän 
toimintatutkimuksen luonteeseen ja ajattelevat sen kuvaavan muun muassa joukkoa 
toimintoja, jotka koskevat opetussuunnitelman kehittämistä sekä opetusjärjestelyjen 
suunnittelua ja opetusmenetelmien kehittämistä. Toimintatutkimusmenetelmällisin 
keinoin voidaan saada kokemusta uudentyyppisistä opetusmenetelmistä ja oppima-
teriaaleista sekä opetuskäytännöistä ja niiden toimivuudesta erilaisissa opetus- ja 
oppimisympäristöissä. Kokemuksellisen oppimisen malliin perustuvassa tutkimus-
strategiassa tutkija on toiminnan ja tutkimuksen katalysoijana ja muutosagenttina 
kehittymisprosessia käynnissä pitävä voima. ( Jyrkämä 1978, 37-70.) Robson (2002) 
linjaa eettiset säännöt toimintatutkimukselle objektivisuuden, puolueettomuuden, 
luotettavuuden, pätevyyden, toistettavuuden ja yleistettävyyden vaatimuksina. Onko 
tämä mahdollista? Kemmis ja McTaggart (2000, 567-605) eivät pidä painopisteenä 
niinkään yleistettävyyttä kuin täsmällistä tietoa tiettyä tilannetta tai tarkoitusta varten. 
Toimintatutkimuksen peruslähtökohtana on toiminta. Toimintatutkimuksen näkö-
kulmasta käsitys tiedon synnystä perustuu sekä pragmatismiin että rationalismiin. 
Tietoa saadaan siten toiminnan ja ajattelun kautta. Kasvatustieteessä Dewey (1933) 
loi perustan tälle tutkimussuunnalle. Opetussuunnitelmien kehittämisprojektit ja 
opettajan työn kehittäminen olivat tämän alueen ilmentymiä. Kasvatus, koulu ja 
opetus ovat hyvin edustettuina suomalaisessa toimintatutkimuksessa. Tämä kategoria 
sisältää noin 20 % kaikista toimintatutkimuksen tutkimusviitteistä. Koska tutkimuk-
sen kohteena on reaalimaailma, voidaan toimintatutkimuksen mahdollisia kohteita 
pitää runsaina. ( Jyrkämä & Kaskisaari 2000.) 
Luvussa 2.2.1 esitetty Kolbin (1984) näkemys kokemuksellisesta oppimisesta nivou-
tuu tutkimukseni metodologiseen viitekehykseen seuraavasti: Toimintatutkimuksen 
näkökulmasta Kolbin mallissa on keskeistä aktiivinen omakohtainen toiminta ja 
toiminnan reflektoinnilla saavutettu ilmiöiden abstrakti käsitteellistäminen. Omakoh-
tainen kokemus on kokemuksellisen oppimisen lähtökohta ja oleellinen osa, mutta 
pelkkä kokeminen ei sinänsä vielä takaa oppimista. Tärkeää on ”tutkittavan” ilmiön 
havainnointi ja sen tietoinen pohtiminen sekä ilmiön ymmärtäminen ja käsitteellis-
täminen sopivan teorian tai kuvausmallin avulla. (Kupias 2001, 16-25.) Tutkimukseni 
on luonteeltaan syklinen prosessi, jossa tutkimus, toiminta ja evaluaatio ovat yhdisty-
neet toisiinsa. Tutkimussuhteeseen sitoutuneet oppilaat ja opettajat ovat osallistujia 
muutosprosessissa. Tutkimusprosessin käynnistää esimerkiksi ongelman määrittely. 
Miten ongelmalähtöinen ja toiminnallinen oppimisympäristö soveltuu geometrian 
oppimiseen ja käsitteiden ymmärtämiseen? Tutkimus- ja toimintasuunnitelmaa seu-
raa toiminta, interventio ja kokeilu. Prosessia havainnoidaan soveltuvin menetelmin 
ja arvioidaan osallistujien kesken. Sykli jatkuu toiminnan kehittelynä. Kuviossa 24 
kuvaan toimintatutkimuksellista sykliä, jonka toteutuminen tutkimuksessani antaa 
myös Carrin ja Kemmisin (1986) mukaan mahdollisuuden kutsua tutkimustani toi-
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mintatutkimukseksi. Perusteena on heidän mielestään sykliin kuuluvat suunnittelun, 
toiminnan, havainnoinnin ja reflektoinnin vaiheet. Muista ehdoista ryhmän toiminnan 
kehittäminen ja projektin jäsenten aktiivinen osallistuminen ovat myös toteutuneet. 
KUVIO 24. Toimintatutkimuksellinen sykli tässä tutkimusasetelmassa 
Toimintatutkimuksessa keskeisinä elementteinä ovat siten aktiivinen toiminta 
sekä havainnointi ja reflektointi. Koulutusta koskevan tutkimuksen tavoitteista 
voidaan tämän tutkimuksen toteutukseen keskeisesti vaikuttavana pitää opettajan 
ammatillisten taitojen kehittämistä sekä uusien näkökulmien luomista opettamiseen. 
(vrt. Cohen & Manion 1990.)
 
6.2.2 Kenttätutkimukseen valmistautuminen
Edellä esittelemistäni lähtökohdista aloitin varsinaisen tutkimustyöni Laatoituspro-
jektissa sekä sittemmin myös erityisopetuksen toimintakulttuurin tutkijana. Astuin 
koulumaailmassa ihmisten keskelle silloiseen nykyhetkeen, todelliseen, luonnolliseen 
tilanteeseen havainnoimaan, haastattelemaan ja keräämään aineistoja. Aikaisempien 
kokemusten opettamana pyrin tässä tutkimuksessa välttämään sen sidoksen kenttä-
työhön, minkä voivat muodostaa esimerkiksi ennakkokäsitykset ongelman luonteesta, 
joustamaton tiedonkeruusuunnitelma tai muut olettamukset. Objektiivisuus syntyy 
nimenomaan oman subjektiivisuuden tunnistamisessa. (Eskola & Suoranta 2005.) 
Syksyllä 2002 olin saanut aihevalinnan pro gradu -työlleni tehtyä ja aloitin 
perehtymisen teoriataustan rakentamiseen alan kirjallisuuteen perehtyen. Tuossa 
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vaiheessa suunnittelin myös jo tulevan tutkimukseni metodologisia valintoja. Ennen 
kenttätyövaiheen toteutusta suunnittelin ja hankin tarvittavan opetusmateriaalin. 
Tutkimukselleni ja tutkimusaineiston käyttöön myönnettiin jo esitutkimuksen 
toteuttamisvaiheessa tammikuussa 2003 Haapaveden kaupungin sivistysosastolta 
virallinen lupa. Näin sain mahdollisuuden vapaaseen tiedonhankintaan. Kasvatuksen 
kentällä vaitiolovelvollisuus on hyvin sitova, joten tutkimuksessani tutkimushenkilöt 
eivät esiinny omilla nimillään. Vuoden 2003 tammikuussa olin valmis astumaan 
kentälle. Koulutoimen luvalla sain käyttää vapaasti koulun materiaaleja ja teknisiä 
laitteita työni tarpeen mukaan. Kenttätyöskentelyn aikana tulisin keräämään tutki-
musaineistoa osallistavalla havainnoinnilla, keskusteluilla, muistiinpanoilla, video- ja 
digikameratallenteilla. Testilomakkeet olin suunnitellut syyslukukauden aikana pro 
gradu -työni ohjaajan valvonnassa. (Korkatti 2004.)
Tutkijan suhde tutkittaviin olisi oltava empaattinen. Tutkija on instrumentti datan 
keräämisessä ja analyysissä. Hän on vapaa joustavaan suunnitteluun ja toteutukseen, 
hänellä on tutkimuksellista mielikuvitusta. Tutkimukseni havainnointi liittyi oppi-
misympäristöön, jossa mielenkiintoni kohdistui myös erilaisiin oppijoihin. Yhdistän 
havainnoinnin luonnollisessa kouluympäristössä toiminnan ja käyttäytymisen kuvaa-
miseen ja ymmärtävään tulkitsemiseen. Apuna olen käyttänyt kenttätyöpäiväkirjaa 
ideoiden ja ongelmien aktiiviseen kirjaamiseen. Havainnoinnin ongelmana tiedostan 
olevan sen subjektiivisuuden ja inhimillisyyden. (Borg & Gall 1989, 475.) Suun-
nittelin esitutkimukseen oppilaskyselyn (ks. LIITE 3) käyttäen puolistrukturoitua 
menetelmää eli käyttäen valmiita kysymyksiä, joihin opiskelijat voisivat vastata 
vapaasti kuvaten omia kokemuksiaan (ks. myös Hirsjärvi ym. 2001, 178-181). Vi-
suaalisen materiaalin hankkimiseen tarvitsin video- ja digitaalikameran kuvatakseni 
luokkatilanteita projektityön aikana. Ongelmaksi tällaisessa tutkimustyössä voi muo-
dostua tutkijan omat vaikutelmat, henkilökohtaiset ajatukset, tunteet, käsitykset ja 
ennakkoluulot. Pyrkimykseni on ollut kirjoittaa näistä tutkimusraporttiini tarkasti. 
Reflektiivinen data irroittaa omat vaikutelmat muusta datasta. Tutkijan on oltava riit-
tävän hyvin selvillä siitä, mitä hänen tutkimastaan asiasta jo tiedetään. Tutkijan rooli 
aineistonkeruussa on ensiarvoisen tärkeä. Tutkija on siis itse tärkein tutkimusväline 
ja kvalitatiivista menetelmää käyttävän tutkijan taito punnitaan silloin, kun hän on 
henkilökohtaisessa kosketuksessa tutkittaviin. (Grönfors 1982.) 
Tutkimukseni sisältää myös ”kovaa” dataa, joka koostuu kenttätyöskentelyyn 
osallistuneiden oppilaiden geometristen taitojen lähtötasotestistä sekä kaikille tut-
kimushenkilöille suunnatusta geometrian testistä. Kvantitatiivisen aineiston analyysi 
suoritetaan yleensä sen jälkeen, kun aineisto on kerätty, mutta kvalitatiivisessa tut-
kimuksessa aineistoa voidaan analysoida pitkin matkaa. Hirsjärvi ym. (2001, 210) 
jakaa analyysitavat kahteen kategoriaan: 1) selittämään pyrkivä lähestymistapa, jossa 
käytetään usein tilastollista analyysia ja päätelmien tekoa sekä 2) ymmärtämiseen 
pyrkivä lähestymistapa, jossa käytetään yleensä laadullista analyysia ja päätelmien 
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tekoa. Kaikkea materiaalia ei kuitenkaan tarvitse analysoida. Laadullisessa analyysissa 
aineisto toimii ajattelun lähtökohtana ja välineenä, inspiroiden tunteita, ruokkien 
uteliaisuutta ja mielikuvitusta tulkintojen tekemisessä. Pitkäkestoinen syventyminen 
kuvien, videoiden ja muun aineiston tarkasteluun ja käsittelyyn inspiroi intertekstu-
aalisia ideoita, konnotaatioita ja ajatusketjuja. (Lappalainen ym. 2007.) 
6.2.3 Oppimisympäristön kehittelyn vaiheet
Tutkimustyö geometrian oppimisympäristön kehittämiseksi käynnistyi vuoden 2002 
syksyllä. Kutsun tuota vaihetta esitutkimukseksi määritellessäni koko tutkimusproses-
siani vuosien 2002-2015 aikana. Vuoden 2003 tammikuussa valmistui ensimmäinen 
versio Laatoitusprojekti-oppimisympäristöstä. Kenttätyöskentely tapahtui ensin 
Haapaveden Hyttikallion koululla ja tutkimuksen kohteena oli peruskoulun 6A-
luokka. Tutkimuksen toteuttamisen tärkeä vaihe oli geometrian testin järjestäminen. 
Aineiston käsittelyn ja muokkauksen yhteydessä tein alustavia parannusehdotuksia 
seuraavaa versiota varten. Esitutkimukseni toisessa vaiheessa kenttätyö toteutettiin 
Oulun Normaalikoululla tammikuussa 2003 ja kohteena oli koulun 6B-luokka. 
Keväällä 2003 huhti–toukokuussa suoritin luokanopettajan koulutukseen sisältyvän 
syventävän harjoittelun Sievin Järvikylän koululla 3.–4.-luokalla. Tutkijaluonteeni 
innosti kokeilemaan Laatoitusprojekti-työskentelyä myös tuon ikäryhmän oppilaiden 
kanssa. Kokeilu onnistui ohjaavan opettajan mielestä hyvin ja minä sain rohkeutta 
pohtia aihetta edelleen. Esitutkimuksen analyysi ja tulkinta antoivat sittemmin 
näkökulmaa tutkimukselliseen kehittämiseen jatkossa. Jatkotutkimuksen tultua 
ajankohtaiseksi vuoden 2004 syksyllä aloitin aktiivisen kehittämistyön, joka koski 
koko tutkimusprosessia. Vuoden 2005 toukokuussa toteutettiin väitöskirjatutki-
mukseni ensimmäinen varsinainen kenttätutkimusvaihe Haapaveden Hyttikallion 
koulun 5A- ja 6B-luokilla. Laatoitusprojektia oli kehitetty sisällöllisesti ja ajallisesti, 
ja se oli tuolloin laajempi ja pidempiaikainen. Geometrian testiä oli myös kehitelty 
sisällöllisesti. Tutkimuksen testeihin osallistuivat koulun kaikki 5.–6.-luokkalaiset. 
Ensimmäistä kertaa tutkimuksen geometrian testiin valittiin myös Haapaveden 
yläkoulun 7.–9.-luokkalaisia. Oppilasarviointia parannettiin myös sisällöllisesti ja se 
kohdistettiin Laatoitusprojektiin osallistujille. Tutkimusaineiston käsittely antoi taas 
uutta näkökulmaa koko tutkimukselle ja edisti jatkokehitystyötä.
Väitöstutkimusta varten kenttätyö toteutettiin neljännen kerran toukokuussa 2006 
Haapaveden Hyttikallion koululla. Tutkimushenkilöinä olivat kuudesluokkalaiset, jot-
ka olivat osallistuneet jo edellisenä keväänä oppimisympäristötutkimukseen. Projektin 
sisältöä oli laajennettu ja syvennetty geometrian oppiaineksen osalta, sillä luokan oma 
työjärjestys salli koko geometriajakson käsittelyn kyseisenä aikana. Kenttätyöskentely 
kestikin lähes kuukauden ja sen päätteeksi pidettyyn geometrian testiin osallistuivat 
myös kaikki 5.–6.-luokkalaiset sekä yläkoulun valitut luokat 7–9. Oppimisympäristöä 
pyrittiin muokkaamaan edellisvuosia toimivammaksi. Geometrian testiä pyrittiin 
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saamaan luotettavammaksi mittaamaan oppilaiden geometrisen ajattelun kehitys-
tasoa. Lukuvuonna 2005–2006 keksin myös kokeilla Laatoitusprojektin toteutusta 
alkuopetuksen oppilaiden kanssa. Kokemukseni tuosta työskentelystä antoi pontta 
työni jatkokehittämiselle ja toteuttamiselle koko perusopetuksen kentällä. Tuorein 
kokemus Laatoitusprojektista on keväältä 2015 Haapaveden Humalojan koululta. 
Toimin koululla matematiikan ja kuvataiteen opettajana ja sain luvan toteuttaa 
tutkimuksen koulun 5.-6.-luokkalaisille. Kuvioon 25 on koottu yhteenvetona kent-
tätyöskentelyni kehittyminen vuosien 2002-2015 aikana sekä prosessoimani ”Uusi 
Laatoitusprojekti”, jota kehittelen koskemaan perusopetuksen luokkia 1–9 uudis-
tuneeseen lainsäädäntöön perustuvan eriyttämisen näkökulmasta. Tavoitteenani on 
myös niveltää se sopivaan virtuaaliseen oppimisympäristöön.
uudet_02
I SYKLI eli orientoiva vaihe 2002–2003: aloitin 
opetuskokeilun suunnittelun 2002 ja esitutkimuk-
seni Laatoitusprojekti I ja II toteutus tapahtui 2003:
6 A lk Haapaveden Hyttikallion koululla
6 B lk Oulun Normaalikoululla sekä ylimääräisenä
3–4 lk Sievin Järvikylän koululla
II SYKLI eli perehdyttävä vaihe 2003–2005: 
varsinaisen tutkimustyön uudelleensuunnittelu ja 
Laatoitusprojekti III toteutus 2005:
5 A lk Haapaveden Hyttikallion koululla
6 B lk Haapaveden Hyttikallion koululla
7–9 lk Haapaveden yläkoululla
III SYKLI eli harjoittava vaihe 2005–2006:
oppimisympäristön ja tutkimusprosessin reflektointi
ja Laatoitusprojekti IV toteutus 2006: 1–2 lk 
Haapaveden Vattukylän koululla (ylimääräinen)
6 A lk Haapaveden Hyttikallion koululla
7–9 lk Haapaveden yläkoululla
IV SYKLI eli arvioiva vaihe 2006–2015: koko 
tutkimusprosessin kriittinen reflektointi ja arvioi-
va ymmärtäminen väitöskirjatyöhön kohdentaen 
sekä ylimääräinen Laatoitusprojekti 2015 5–6 lk 
Haapaveden Humalojan koululla ja edelleen ”Uutta 
Laatoitusprojektia” myöskin virtuaaliympäristössä 
suunnitellen.
KUVIO 25. Oppimisympäristön kehittelyn vaiheet Carrin ja Kemmisin (1986) spiraalia muka-
ellen (ks. myös Walker 1985, 196) 
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6.3 Tutkimusaineiston keruumenetelmät 
Tarkastelen tässä luvussa niitä menetelmiä, joilla hankin tarvittavan tutkimusaineis-
ton asettamieni tutkimustehtävien selvittämiseksi tutkimusvuosina 2005 ja 2006. 
Esitutkimusta koskeva tieto on luettavissa pro gradu -työssäni (ks. Korkatti 2004). 
Ensimmäinen aineistonkeruu väitöskirjaa varten perustui vuonna 2005 tutkimuksen 
kenttätyövaiheen alussa pidettyyn geometrian lähtötasotestiin. Testi sisälsi geometrian 
taitoja mittaavia tehtäviä. Aikaa testin suorittamiseen oli 45 minuuttia eli yksi oppi-
tunti. van Hielen geometrisen ajattelun kehitystasomittaus perustui kolmiosaiseen 
edelleen kehiteltyyn geometrian testiin, johon tutkimusvuonna 2005 osallistuivat 
luvussa 6.1.1 valitut oppilaat projektityövaiheen lopussa. Oppilaiden kokemuksia 
molempien vuosien aikana toteutetuista Laatoitusprojekteista selvitettiin itsearvioin-
tilomakkeilla. Lisäksi tutkimuksessa mukana olleet opettajat saivat mahdollisuuden 
arvioida vapaamuotoisesti projektityöskentelyn onnistumista antamalla palautetta 
yhteisissä keskustelutilaisuuksissa tutkija-opettajan kanssa. Sama käytänne toistui 
tutkimusvuonna 2006. Tein muistiinpanoja koko kenttätyöskentelyn ajan havain-
noistani tutkimuspäiväkirjaani. Tutkimuspäiväkirjan pitäminen on ollut tärkeää 
koko tutkimusprosessille, koska ajallisesti vuodesta 2002 alkanut ja vuoteen 2015 
kestänyt työ on edellyttänyt paljon tietojen kirjaamista ja myös niiden tarkistamista. 
Seuraavissa alaluvuissa tarkastelen edellä mainittuja mittareita, joiden tarkoitus oli 
tuottaa relevanttia ja luotettavaa tietoa tutkittavista ilmiöistä.
6.3.1. Lähtötasotesti
Projektityön alkaessa suoritettiin valikoiduille oppilasryhmille tutkimusvuosina 2005 
ja 2006 lähtötasotesti. Testin tarkoituksena oli tämän tutkimuksen yhteydessä antaa 
tietoa tutkimushenkilöiden geometrian ymmärryksestä ja sen mahdollisesta muuttu-
misesta. Vuoden 2005 lähtötasotesti (ks. LIITE 2) suunnattiin kaikille Hyttikallion 
koulun viides- ja kuudesluokkalaisille. Testiin käytettiin aikaa yksi oppitunti ja sen 
tekivät kaikki neljä opetusryhmää samanaikaisesti. Testi oli kahdeksansivuinen ja 
sisälsi kaikkiaan 15 numeroitua tehtävää. Viimeinen tehtävä käsitteli tesselaatiota. 
Testissä mitattiin geometrian käsitteellistä (kaksi tehtävää) sekä laskuteknistä (kuusi 
tehtävää) osaamista. Lisäksi testissä oli kuusi hahmottamistehtävää. Seuraavaksi 
tarkastelen lähtötasotestin tehtävien arvosteluperusteita. 
Tehtävä 1 (max. 3 p) edellytti 1a) -kohdassa valmiiksi piirretyn kulman mittaamista. 
Oppilailla oli käytössään piirtokolmiot. Kysymyksessä oli terävä kulma, jonka asteluku 
oli 15º. Oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen. Tehtävän 1b) -kohdassa piirrettiin 
120º:een kulma. Oikeasta piirroksesta sai tarkkuuden perusteella 0–2 pistettä.
Tehtävä 2 (max. 5p) edellytti kulmien tunnistamista. Viidestä valmiiksi piirretystä 
kulmasta oli nimettävä terävä kulma, tylppä kulma, suorakulma, oikokulma ja täysi-
kulma. Tehtävästä 2 oli mahdollista saada 0–5 pistettä.
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Tehtävä 3 (max. 1p) edellytti kolmion kulmien summan muodostumisen ymmärrystä. 
Tehtävässä 3 piti ratkaista tuntemattoman kulman suuruus, kun kolmiossa tunnettiin
jo kaksi kulmaa. Oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen.
Tehtävä 4 (max. 1p) käsitteli nelikulmion kulmien summaa. Kolmen kulman suu-
ruus oli tiedossa ja neljäs oli tuntematon. Tämän tehtävän 4 oikeasta vastauksesta 
sai yhden pisteen.
Tehtävä 5 (max. 4p) sisälsi tasogeometristen kuvioiden pinta-alan laskemista, kun 
sivujen pituudet tunnettiin. Neliön, suorakulmion, kolmion ja suunnikkaan pinta-
alan ratkaisusta oli mahdollista saada 0–4 pistettä.
Tehtävä 6 (max. 1p) edellytti suorakulmaisen kolmion piirin laskemista, kun sivujen 
pituudet oli annettu. Oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen.
Tehtävä 7 (max. 2p) edellytti nelikulmion piirin laskemista, kun kaikki kulmat olivat 
suoria ja kanta ja korkeus tunnettiin. Ratkaisusta sai 0–2 pistettä.
Tehtävä 8 (max. 47p) edellytti 25 monikulmion nimeämistä kuvion perusteella. 
Tehtävästä 8 oli mahdollista saada 0–47 pistettä.
Tehtävä 9 (max. 18p) oli hahmottamistehtävä. Kaksi palaa yhdistämällä saatiin 
muodostettua annettu kuvio. Tehtävästä 9 sai 0–18 pistettä.
Tehtävä 10 (max. 6p) esitti kuvasarjan taitellusta paperineliöstä. Annetuista vaihto-
ehdoista tuli löytää aukikäännetyn paperin malli. Kuvion kolme osalta löytyi kaksi 
ratkaisua. Tehtävästä 10 sai 0–6 pistettä.
Tehtävä 11 (max. 6p) oli myös hahmottamistehtävä. Kuutioista koottu rakennelma 
tuli kuvata sekä piirtää edestä, päältä ja oikealta. Pisteitä sai 0–6.
Tehtävä 12 (max. 10p) sisälsi ruudutettuja kuvioita, joita tarkasteltiin irtileikattuina 
taitoksina. Pisteitä 0–10p.
Tehtävä 13 (max. 8p) kuvasi neljä kolmiulotteista kappaletta, jotka oli levitettävä 
tasoon ja ilmoitettava muodostuneet kuviot. Verbaalinen ja visuaalisesti kuvattu 
vastaus olivat yhtä päteviä. Vastauksista sai 0–8 pistettä.
Tehtävä 14 (max. 7p) esitti kuvioita pistepohjalla. Kuviot oli jaettava kukin neljään 
samanlaiseen osaan. Pisteitä sai 0–7.
Tehtävä 15 (max. 4p) antoi ohjeet tesseloivan kuvion suunnitteluun. Oppilaan tuli 
tutkia kolmen eri kuvion tesseloivuutta. Pisteitä sai 0–3. Tehtävän 15 lopussa oli 
mahdollisuus oman laattakuvion suunniteluun yhden lisäpisteen verran. 
Kokonaispistemäärä lähtötasotestissä oli 123 pistettä.
Vuoden 2006 Laatoitusprojektia varten testasin Vattukylän koulun 5.–6.-luok-
kalaisten (N=19) keskuudessa uutta lähtötasotestiä, jossa tehtävät 1–10 olivat samat 
kuin 2005 ja lisäksi oli kolme piirtämistä edellyttävää hahmottamistehtävää. Loppu-
tuloksena päädyin muuttamaan vuoden 2006 lähtötasotestiä siten, että siihen otettiin 
vain tehtävät 1–10 vuoden 2005 lähtötasotestistä. Perusteena oli tehtävien määrän 
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vähentäminen ja niiden sisällön riittävä relevanttius osaamisen tason määrittämiseen. 
Käsitykseni mukaan tämä konstruktio tässä tutkimuksessa mittaa riittävästi oppilaan 
geometristen taitojen lähtötasoa kuvastavaa ymmärrystä. Testin kokonaispistemääräksi 
2006 jäi tämän muutoksen jälkeen 88 pistettä. Testisuorituksia analysoidessani päädyin 
tarkastelemaan testiä kokonaisuutena, enkä kiinnittänyt huomioita yksittäisiin osioihin. 
6.3.2 Geometrian testi
Geometrista ajattelua ja geometrisen tiedon ymmärtämistä mittaava geometrian 
testi suoritettiin esitutkimuksessa projektin ensimmäisen ja viimeisen oppitunnin 
aikana kokeenomaisessa tilanteessa valvottuna yksilöllisenä työskentelynä. Tuolloin 
tarkasteltiin oppilaan geometrisen ajattelun tason kehittymistä Laatoitusprojektin 
intervention näkökulmasta. Oppilailla sai olla kaikissa mittauksissa käytössään kynän 
ja kumin lisäksi kolmioviivain (geokolmio), joka mahdollisti kulmien suuruuden 
mittaamisen. Tutkimusvuosina 2005 ja 2006 geometrian testin sisältöä oli kehitetty 
vastaamaan aikaisempaa paremmin teoriataustan mukaisen geometrisen ajattelun 
tason mitattavuutta. Tavoitteena oli hyödyntää testisuoritusten välittämää tietoa 
oppilaiden geometrisen ajattelun van Hielen tasoa määritettäessä. Testiin osallistuivat 
kaikki tutkimushenkilöt projektityöskentelyn lopussa. Aikataulu oli sovitettu siten, 
että kaikki suorittavat testin samanaikaisesti. Analysoitavat tehtävät liittyivät luokitte-
luun, visuaalisiin malleihin, käsitteiden määrittelyyn sekä matemaattisten perustelujen 
esittämiseen. Tarkastelen seuraavaksi vuosina 2005 ja 2006 käytetyn geometrian 
testin (ks. LIITE 1) sisältöä ja ratkaisukriteereitä. Testi muodostui kolmesta osiosta:
1) Geometrian testi G1: Kuvioiden tunnistaminen: tehtävät 1–6 
Kuvioiden tunnistamisosiossa pyrittiin kuuden tehtävän avulla mittaamaan oppilaan 
geometrisen ajattelun van Hielen tasoa monikulmioiden visuaalisen tunnistamisen ja 
niiden luokittelun osalta. Testi laadittiin Silfverbergin (1999) tutkimuksen pohjalta ja 
sen voidaan katsoa mittaavan varsinaisesti van Hielen mallin mukaan tasoa 1. Testiin 
otettiin erilaisten kolmioiden ja nelikulmioiden tunnistamis- ja luokittelutehtäviä, 
joiden avulla tutkittiin oppilaiden käsitteenmuodostusprosessia tarkastelemalla 
toisaalta kuviotyyppien tunnistamista ja luokittelua sinänsä ja toisaalta epäsuoralla 
tavalla sitä, miten oppilaat hahmottavat kuviotyyppien keskinäisiä relaatioita. (Silf-
verberg 1999, 134.)
Tehtävässä 1 (max. 2p) oppilaan oli tunnistettava neliön perusmuoto asennosta riippu-
matta. Oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen. Suorituksen tuli olla valintojen osalta 
virheetön, jolloin kuudesta vastausvaihtoehdosta oli mahdollista saada 0–2 pistettä. 
Tehtävässä 2 (max. 3p) oppilaan oli tunnistettava kolmion muoto kuudesta kuvios-
ta. Pisteitä tässä tehtävässä sai 0–3, eikä virheitä sallittu. Molemmat tehtävät 1 ja 2 
mittasivat van Hielen tasoa 1 vastaavaa suoritusta.
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Tehtävässä 3 (max. 5p) testattiin suorakulmion tunnistamista. Kuudesta vastausvaih-
toehdosta vaadittiin neljän tyypillisen (A, B, E ja F) kuvion tunnistaminen van Hielen 
tasoa 1 vastaavaan suoritukseen. Tehtävästä oli mahdollista saada 0–5 pistettä. Kuvion 
D valinta osoitti van Hielen tason 3 suoritusta, jos kaikki kuviot oli tunnistettu oikein. 
Perusteluna tähän on se, että ylempää van Hielen tasoa ei voi saavuttaa, ellei alempaa 
ole täysin ymmärtänyt. (Silfverberg 1999.) Tilastollista analyysiä varten van Hielen 
tason 3 suorituspisteitä tarkasteltiin erillisinä, joten päällekkäisyyttä arvioinnissa ei 
päässyt muodostumaan. 
Tehtävässä 4 (max. 6p) testattiin suunnikkaan tunnistamista. Pisteitä oli mahdollista 
saada 0–6. Tyypillisistä tapauksista kuvioiden A, B, C ja E tunnistaminen osoitti van 
Hielen tason 1 suorituksen. Tämäkin tehtävä sisälsi myös nelikulmioiden hierarkian 
ymmärtämistä edellyttäviä kuvioita D ja F. Jos oppilas tunnisti kaikki kuviot oikein, 
voitiin sen tulkita mittaavaan van Hielen tason 3 suoritusta.
Tehtävässä 5 (max. 22p) oppilaan oli tunnistettava nimeämällä annetusta joukosta 
erilaisia tasogeometrian kuvioita. Pisteitä oli mahdollista saada kaikkiaan 0–22. 
Tehtävä sisälsi hierarkiaa sekä suorakulmioiden että suunnikkaiden osalta (kuviot B 
ja F). Jos oppilas tunnisti nämäkin kuviot oikein, voitiin sen tulkita mittaavan van 
Hielen tason 3 suoritusta.
Tehtävässä 6 (max. 15p) edellytettiin erilaisten kolmioiden visuaalista tunnistamista. 
Pisteitä kuvioiden tunnistamisesta oli mahdollista saada 0–15. Tehtävä sisälsi hie-
rarkian ymmärtämistä a)-kohdassa kuvion F osalta, b)-kohdassa kolmioiden D ja I 
osalta, sekä d)-kohdassa kolmioiden D ja F osalta. Näiden kuvioiden ymmärtäminen 
oikein määriteltiin mittaavan myös van Hielen tasoa 3.
Kuvioiden tunnistaminen edellyttää van Hielen 3. tasolla sekä kolmioiden että nelikul-
mioiden hierarkian ymmärtämistä kuvioiden 26 ja 27 mukaisesti (Silfverberg 1999, 45).
KUVIO 26. Kolmioiden hierarkia (Silfverberg, Viilo & Pippola 1995, 45)
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KUVIO 27. Nelikulmioiden hierarkia (Silfverberg ym. 1995, 45)
Kokonaisuudessaan geometrian testin osiosta G1 oli mahdollista saada 53 pistettä. 
van Hielen tasojen luokituskriteereihin palataan tarkemmin kohdassa 6.4. 
 
2) Geometrian testi G2: Kuvioiden ominaisuudet: tehtävät 1–5
Kuvioiden ominaisuudet -osio koostui verbaaliseen analysointiin perustuvista tavan-
omaisten kolmio- ja nelikulmiokäsitteiden ominaisuuksien kuvitteellista hallintaa 
koskevista tehtävistä. Testin laadinnassa oletettiin, että tällä osiolla voidaan mitata 
sellaisenaan van Hielen geometrisen ajattelun tasoa 2. Testillä tutkitaan, millaisia mah-
dollisuuksia oppilas tunnistaa verbaalisesti nimetyn kuviotyypin muodon vaihtelulle 
ja vastaavasti, mitä rajoitteita hän tälle kuviotyypille asettaa eli mitä ominaisuuksia 
hän pitää kuviotyypille välttämättöminä. (Silfverberg 1999, 134.) Jokaisessa tehtävässä 
oli useita vastausvaihtoehtoja, eikä oppilas tiennyt oikeiden vastausten lukumäärää. 
Tämä seikka saattoi osaltaan häiritä oppilaan ajattelua ja toimintaa, kuitenkin kaik-
kien tutkimushenkilöiden asema oli sama. Tehtävä pisteytettiin antamalla oikeasta 
väittämävastauksesta yksi piste. Virhevalintoja ei sallittu. Tarkoituksena oli eliminoida 
sattumanvaraisuus vastauksissa. 
Tehtävässä 1 (max. 16p) pyydettiin määrittelemään neljä erilaista geometrian taso-
kuvioita. Täydet pisteet kustakin kohdasta sai vain täsmällisellä määrittelyllä, joka 
ilmensi kuvion sivujen ja kulmien keskinäistä suhdetta ja ominaisuuksia. Kokonais-
pistemäärä tässä tehtävässä oli 0–16 pistettä.
Tehtävässä 2 (max. 1p) tarkasteltiin suorakulmion ja neliön ominaisuuksia sanallista 
väittämää tukevien kuvien perusteella. Neljästä väittämästä yksi oli oikein ja siitä sai 
yhden pisteen.
Tehtävässä 3 (max. 2p) esitettiin viisi väittämää, joiden piti olla voimassa kaikille 
neliöille. Vastauksen piti olla virheetön, jolloin pisteitä oli mahdollista saada 0–2.
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Tehtävä 4 (max. 3p) sisälsi neljä suorakulmioita koskevaa väittämää, joiden oli oltava 
voimassa kaikille suorakulmioille. Virheitä ei sallittu. Pisteitä oli mahdollisuus saada 
0–3.
Tehtävässä 5 (max. 6p) tarkasteltiin tason peittämistä säännöllisillä kolmioilla, vii-
sikulmioilla ja kuusikulmioilla. Kriteerinä oli aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä 
tapahtuva peitto. Tehtävänanto oli tutkimusvuonna 2006 selkeämpi. Perustellusta 
vastauksista sai 0–6 pistettä. 
Geometrian testin osion G2 kokonaispistemäärä oli 28 pistettä. 
3) Geometrian testi G3: Kuvioiden järjestäminen: tehtävät 1 ja 2
Kuvioiden järjestäminen -osiossa ratkaistiin kaksi sanallista väittämätehtävää. Tes-
tissä tutkitaan kuvioiden yhteisiä ominaisuuksia yleistyksinä koskien vain kuvioita, 
joita nimenomaan tarkastellaan ja aitoina koko kuvioluokkaa koskevina, harkittuina 
yleistyksinä. Oppilas arvioi väitteiden paikkansapitävyyttä sekä esitetyissä kuvioissa 
että kaikissa mahdollisissa tätä tyyppiä olevissa kuvioissa. (Silfverberg 1999, 134.) 
Osio koostui verbaalisista nelikulmioita ja kolmioita koskevien geometristen tasoku-
vioiden tulkintaa ja abstraktia yleistystä edellyttävistä tehtävistä. Testin laadinnassa 
oletettiin osion mittaavan van Hielen kehitystasoa 3. Kummassakin tehtävässä oli 
neljä vastausvaihtoehtoa, eikä oikeiden vaihtoehtojen määrää kerrottu tässäkään osi-
ossa. Tehtävän pisteytys ja virheiden sallittavuus noudatti edellisen osion kriteereitä.
Tehtävässä 1 (max. 3p) esitettiin neljä määritelmää, joista tuli löytää totuudellisuus. 
Tutkimusvuonna 2005 testipaperissa c)- ja d)-kohta olivat vaihtaneet paikkaa. Oikei-
den vastausten määrää ei paljastettu ja väärät valinnat vähensivät pisteitä. Tehtävästä 
oli mahdollista saada 0–3 pistettä.
Tehtävässä 2 (max. 12p) esiintyi neljä väittämää, joiden totuusarvoa tuli selvittää 
myös perustelemalla. Hyvin perustellusta oikeasta vastauksesta sai 3 pistettä, joten 
kokonaispistemäärä vaihteli välillä 0–12p.
Geometrian testin kaksi viimeistä tehtävää koskivat hahmottamista, mittaamis-
ta ja laskemista. Näin saatiin myös laskuteknisestä osaamisesta näyttöä. Tehtäväs-
sä 1 (max. 5p) oli esitetty seitsemän erilaista ruutukuviota, joista tuli abstraktisti ko-
keilla kuutioksi taittelua. Oikeita vastauksia löytyi viisi. Tehtävässä 2 (max. 5 p)
levitettiin annettu kappale tasoon ja selvitettiin muodostuneiden kuvioiden nimi-
tyksiä. Laskutekninen puoli tuli esille näiden kuvioiden piirin ja pinta-alan mää- 
rittämisessä. Pisteitä sai 0–5. Geometrian testin osion G3 maksimipistemäärä oli 25
pistettä. Kokonaisuudessaan geometrian testistä oli mahdollista saada 106 pistettä. 
Geometrian testiä kehitellessäni omien intressieni ja tutkimukseni relevanttiuden 
tukemiseksi käytin apuna kansainvälisiä tutkimuksia, joissa geometrisen ajattelun 
tason testaus perustui van Hielen geometrian testiin (VHGT) (esim. Aydin & 
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Halat 2009; Fuys ym. 1988, Gutierrez & Jaime 1998; Halat 2006, 2008a, 2008b). 
Testin laadintaperustan muodostivat sittemmin Usiskin-testi (1982, 155-167), 
Silfverbergin (1999, 134-136) vastaava suomalainen versio sekä Oulun yliopiston 
matematiikan kasvatuksen tutkimusryhmän suosittelemat muutokset. Muutoksilla 
pyrittiin lisäämään tämän tutkimuksen tarkoituksenmukaisuutta. Lähtökohtana oli 
ajatus, että G1-osio mittaisi sellaisenaan van Hielen geometrisen ajattelun tasoa 
1, G2-osio mittaisi tasoa 2 ja G3-osio tasoa 3. (ks. Silfverberg 1986, 116–119.) 
Kriteerien tarkastelussa otettiin huomioon lähtökohtaisesti tasojen yhteys toisiinsa. 
Tasolta toiselle siirryttäessä oli hallittava alemman/alempien tasojen tehtävät. van 
Hielen ymmärtämisen tasolle 3 kuuluvia tehtäviä oli kuitenkin jo osioissa G1 ja 
G2. Koko geometrian testin pisteytyksessä noudatettiin myös van Hielen tasojen 
määritysperusteita Hofferin (1981, 11-18) geometrian avulla opittaviin taitoihin 
tukeutuen (vrt. Pehkonen 1985, 70). 
Taso 1: Tunnistaminen
Oppilas tunnistaa eri kuviot kuvasta sekä tunnistaa kuvioon liitetyn tiedon. Oppilas 
liittää oikean nimen annettuun kuvioon. Oppilas tulkitsee lauseita, jotka kuvailevat 
kuvioita. Oppilas toteaa, että kuvioiden joukossa on olemassa eroavaisuuksia ja 
samanlaisuuksia. Oppilas ymmärtää kuvioiden muodon säilymisen eri asennoissa.
Taso 2: Analysointi
Oppilas huomaa kuvion ominaisuuksia sekä huomaa kuvion suuremman kuvion 
osana. Oppilas osaa kuvailla täsmällisesti kuvion vaihtelevia ominaisuuksia. Oppilas 
ymmärtää, että kuviot voidaan luokitella eri tyyppeihin. Oppilas kykenee toteamaan, 
että ominaisuuksia voidaan käyttää erottamaan kuvioita.
Taso 3: Järjestäminen
Oppilas tunnistaa erityyppisten kuvioiden välisiä suhteita sekä tunnistaa erityyppisten 
kuvioiden yhteisiä ominaisuuksia. Oppilas määrittelee sanoja täsmällisesti ja tarkasti. 
Oppilas muotoilee lauseita, jotka osoittavat kuvioiden välisiä suhteita. Oppilas ym-
märtää hyvän määritelmän ominaisuudet. Oppilas käyttää kuvioiden ominaisuuksia 
määrittääkseen sisältyykö kuvioluokka toiseen.
Taso 4: Päättely
Oppilas käyttää kuviosta vastaavaa tietoa päätelläkseen uutta tietoa. Oppilas ymmärtää 
erot määritelmien, aksioomien ja lauseiden välillä. Oppilas tunnistaa, mitä problee-
massa on annettu ja mitä vaaditaan. Oppilas käyttää logiikan sääntöjä todistusten 
luomiseen. Oppilas kykenee päättelemään annetusta tiedosta seurauksia.
Taso 5: Aksiomisysteemin ymmärtäminen
Oppilas tunnistaa kuvioita käyttäen tehtyjä perustelemattomia oletuksia. Oppilas 
osaa muotoilla tunnettujen tulosten yleistyksiä. Oppilas kuvailee erilaisia deduktiivisia 
systeemejä. Oppilas ymmärtää oletusten ja aksiomien rajoitukset ja mahdollisuudet. 
Oppilas tietää, milloin aksiomisysteemi on riippumaton, ristiriidaton ja kategorinen. 
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Hofferin (1981) luokitus geometrian taitoihin perustuu visuaalisuuteen, verbaalisuu-
teen, piirtämiseen, loogisuuteen ja soveltamiseen. (vrt. Crowley 1987; Halat 2006, 
2008a, 2008b; Jaime & Gutiérrez 1994; de Villiers 2010.)
Tässä tutkimuksessa tasojen 4 ja 5 tarkastelu jäi vähäiseksi oppilaiden kehityskau-
den ja projektin rajoitetun aikataulun johdosta. Kuten aiemmin todettiin, geometrian 
lopputesti oli esitutkimuksessa samansisältöinen kuin projektin alussa pidetty geo-
metrian alkutesti. Samansisältöisyys perustui pyrkimykseen mitata luotettavammin 
geometrisen ajattelun kehittymistä Laatoitusprojektin aikana. Tämä malli ei toiminut 
käytännönkään syistä myöhemmin isommalla oppilasryhmällä, joten vuosina 2005 
ja 2006 päädyin sisällyttämään kenttätutkimukseen vain projektin lopussa pidetyn 
geometrian testin. Testin sisältöä selkeytettiin ja kehitettiin geometrian opintokoko-
naisuutta vastaavaksi. Ymmärsin senkin, että testin suorittaminen kalenterivuoden 
välein antaa paremman lähtökohdan geometrisen ajattelun kehitystarkastelulle.
6.3.3 Oppilaiden itsearviointi
Esitutkimuksessa toteutetun oppilaiden itsearvioinnin tarkoituksena oli saada 
palautetta siitä, miten oppilaat kokivat uudentyyppisen geometrian opetus-oppi-
misprosessin. Edelleen siinä haluttiin selvittää, mitkä seikat projektin aikana olivat 
oppilaiden mielestä parhaimpia oppimiskokemuksia. Kysymyksiä oli seitsemän ja ne 
olivat avoimia. (Hirsjärvi ym. 2001, 185.) Oppilaiden vastaukset analysoitiin litteroi-
malla ne teemoittain ja tulosten perusteella oli tarkoitus kehittää jatkotutkimuksen 
oppimisympäristön sisältöä oppilaskeskeisempään suuntaan. Kehitin itsearviointi-
lomakkeen sisältöä edelleen vuoden 2005 tutkimusta varten (ks. LIITE 3). Kysely-
lomake muuttui kaksisivuiseksi ja kysymyksiä oli kaikkiaan 32. Kyselylomakkeessa 
oli rastittavana oma mielipide Likertin asteikolla 1–4 vastausvaihtoehtoihin täysin 
eri mieltä–täysin samaa mieltä. (Hirsjärvi ym. 2001,187.) Kysymykset selvittivät 
yksityiskohtaisesti oppilaiden kokemaa oppimista ja opetusta oppimisympäristössä. 
Koska tutkimukseen 2005 osallistuneet oppilaat olivat arvioineet kokemuksiaan 
tällä lomakkeella, päädyin vuonna 2006 käyttämään esitutkimuksen suppeampaa 
itsearviointilomaketta muutamin tarkentavin muutoksin (ks. LIITE 4). Näin oli 
mahdollista saada monipuolinen kuvaus oppilaiden kokemuksista ja samalla vertail-
tavaa tietoa esitutkimuksen ja vuosien 2005 ja 2006 Laatoitusprojektin aineistoihin. 
Mielenkiintoni ei kohdentunut oppilaiden sukupuoleen tässäkään aineistossa, joten 
ainoaksi määrittäjäksi jäi luokkataso. 
6.3.4 Tutkija-opettajan ja tutkimuksessa mukana olleiden opettajien 
arviointimenetelmät
Oppimisympäristöstä saatiin myös aineistoa, jossa sekä tutkija-opettaja että Laa-
toitusprojektiin osallistuneet opettajat arvioivat keskusteluissa projektissa työs-
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kentelyä. Luonnehdin tuota menettelytapaa avoimeksi haastatteluksi, koska se on 
kaikista haastattelun muodoista lähimpänä keskustelua. (Hirsjärvi ym. 2001, 196.) 
Olin tutkimuksen yhteydessä lukuvuosina 2002–2006 suorassa vuorovaikutuksessa 
useiden opettajien sekä ohjaavien opettajien kanssa. Kenttätutkimuksissa vuosi-
na 2003-2015 kanssani toimineita kollegoja oli kaikkiaan seitsemän. Pidin koko 
tuon ajan tutkimuspäiväkirjaa ja tein kenttämuistiinpanoja. (ks. Alasuutari 1994; 
Charmaz 1995, 42-47.) Näiden tietojen perusteella olen myöhempinä vuosina 
kyennyt palauttamaan mieleeni eri tilanteisiin ja tapahtumiin liittyviä havaintojani 
ja omia kokemuksiani (vrt. Hirsjärvi ym. 2001, 247). Esitutkimusta varten minun 
tuli laatia yksityiskohtaiset tuntisuunnitelmat ohjaavien opettajien tarkastettavaksi. 
Vuosina 2005 ja 2006 sain tutkimuksellisen vapauden tuntisuunnitelmien tekoon. 
Suunnitelmia tarkasteltiin pääpiirteissään viidennen ja kuudennen luokan opettajien 
kesken. Koska 2006 toteutettu Laatoitusprojekti sisälsi koko geometrian opetuksen 
kevätlukukaudelle, vaati tuntien suunnittelu aikaisempaa enemmän yhteistyötä 6 A 
-luokan opettajan ja tutkijan kesken. Kenttätyön aikana hankin tutkimusaineistoa 
havainnoimalla, haastattelemalla, kyselyillä ja testeillä. Tuohon ajanjaksoon sisältyvät 
kokemukseni perusopetuksen 1.–9.-luokkalaisten työskentelystä tässä tutkimus-
kontekstissa. Syrjäläinen (1995, 78-93) väittää, että kenttätyön ajallinen kesto on 
suoraan verrannollinen tutkimustuloksen luotettavuuteen. Allekirjoitan tuon väitteen, 
koska uskon saturaation eli aineiston kyllääntymispisteen asettavan luonnollisen 
rajan toiminnalle. Saturaatiota on pidetty ratkaisuna erityisesti laadullisen aineiston 
kattavuuden ongelmaan ja kriteerinä aineiston keräämisen ja / tai sen tulkinnan 
lopettamiseen. (ks. Glaser & Strauss 1967; Urquhart 2012.) 
6.4 van Hielen mittareiden määrittämisen periaatteet 
Geometrisen ajattelun kehittymisen tarkastelussa geometrian testissä todettiin van 
Hielen tasojen määrityksen edellyttävän tarkkoja kriteereitä. Valitsemani kriteerit 
perustuivat aikaisempiin kansallisiin ja kansainvälisiin van Hielen tasojen testauksia 
koskeviin tutkimuksiin, joita esittelin luvussa 3.4.2. Lähtökohtana oli myös käyttää 
samoja kriteereitä kuin esitutkimuksessa, koska ne osoittautuivat luotettaviksi. 
Tehtävien erilaisesta sisällöstä johtuen kaikkia vuoden 2003 kriteereitä ei käytetty. 
Vuoden 2005 ja 2006 geometrian testissä G1-osio oli sisällöltään sama kuin vuonna 
2003 lukuun ottamatta tehtävää 5, jonka f )-kohta (monikulmioiden tunnistaminen) 
jätettiin pois. Testipaperiin 2003 oli jäänyt virhe tuon kohdan merkitsemisessä (e). 
Näin ollen van Hielen tason 1 kriteerit olivat samat kuin esitutkimuksessa. Osion 
G1 tehtävien 5 ja 6 kuvioiden paikkaa muutettiin taulukossa ja niiden ulkoasua 
selvennettiin. Osiot G2 ja G3 oli kehitelty vuodesta 2003 vastaamaan paremmin 
kuvioiden ominaisuuksien ja järjestämisen tasomittausta. Muutoksista huolimatta 
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van Hielen tason 2 ja 3 saavuttaminen voitiin mitata samojen geometrisen ajattelun 
kehittymisteorian kriteerein kuin esitutkimuksessa. Esitutkimuksessa van Hielen 
tason 1 saavuttamisen todettiin edellyttävän tavanomaisten kuvioiden tunnistamista 
osion G1 tehtävien 1–4 osalta ilman hierarkiavaatimusta. Samaa periaatetta käytettiin 
vuosien 2005 ja 2006 tulosten tarkastelussa. Kokonaispistemääräksi näillä kriteereillä 
saatiin 13 pistettä (kuviot 1B+1D=2 pist., 2C+2D+2E=3 pist., 3A+3B+3E+3F=>4 
pist., 4A+4B+4C+4E=>4 pist.) joista 11 pistettä riitti van Hielen 1. tasoiseen ajatte-
luun. Jos oppilas ei saavuttanut 11 pistettä, hänet määriteltiin kuuluvan van Hielen 
alimmalle kehitystasolle ”vH0”.
van Hielen tasolla 1 tuli tunnistaa tavanomaiset kuviot. Tehtävien 1–6 lukuun 
ottamatta tehtävää 5. e) ja hierarkiavaatimusta enimmäispistemäärä oli 34 pistettä. 
Tehtävän 6. a) kuvio F jätettiin hierarkiatarkastelun ulkopuolelle epätarkkuuden 
vuoksi. Näin ollen vH1 pisteraja oli 11–34.
van Hielen tasolle 2 kuuluminen edellytti osion G1 kuvioiden ominaisuuksia koske-
vien tehtävien 5. b) ja d) sekä 6. b) ja 6. d) ymmärtämistä seuraavasti: 5. b) B=1 pist., 
5. d) B+F=2 pist. sekä 6. b) D+I =2 pist. ja 6. d)D + F = 2 pist. Osion G2 tehtävistä 
2–4 van Hielen toiselle tasolle riitti vähintään7 pistettä. Kokonaispistemäärä näillä 
kriteereillä vaihteli van Hielen 2. tasolla välillä 35–59. 
van Hielen taso 3 saavutettiin osion G1 hierarkiatehtävien 3–6 samanaikaisella 
ymmärtämisellä (kuviot 3D+4D+4F) yhteensä 3 pistettä sekä ymmärtämällä G1 
tehtävän 5. kuviot b) B ja d) B ja F (yhteensä 3 pistettä), tehtävästä 6. a) kuvio F, 6. 
b) D ja I ja 6. d) D ja F (yhteensä 5 pistettä). Täten G1-osiosta tuli saavuttaa kaikki 
hierarkiapisteet. Samoin osiosta G2 tehtävistä 1–4 tuli saavuttaavähintään 12 pis-
tettä. van Hielen 3. tasolle kuuluminen edellytti siten vähintään 60 pisteen saamista. 
Osiosta G3 oli mahdollista saada 15 pistettä.
Testin kokonaispistemääräksi osiot G1–G3 huomioiden tuli 90 pistettä. Pyr-
kimyksenä luokituksessa oli edellytys, että edellisen van Hielen tason tehtävät 
on ymmärretty oikein seuraavalle tasolle siirryttäessä. Tällä tavalla oppilaita oli 
mahdollista tarkastella samanaikaisesti eri van Hielen tasoisen ajattelun osalta ja 
varmistaa, että kukin kuuluu lopullisessa sijoituksessa vain oman ajattelunsa ylim-
mälle tasolle. Taulukossa 3 yhteenvetona tämän tutkimuksen van Hielen tasojen 
viitteelliset pisterajat.
TAULUKKO 3. Geometrisen ajattelun kehitystasojen väliset pisterajat tässä tutkimuksessa
vH0 vH1 vH2 vH3
0–10 11–34 35–59 60–90
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Geometrian testin hahmottamis-, mittaamis- ja laskemisosion ratkaisupisteet 
(0–10 pistettä) antoivat testin kokonaispistemäärätarkasteluun perusteltua lisätietoa 
oppilaan geometrian osaamisen tasosta, mutta eivät vaikuttaneet van Hielen taso-
luokitukseen.
6.4.1 Mittareiden sisäinen luotettavuus
Tutkimuksessa käytettyjen mittareiden sisäistä luotettavuutta tarkastellessa on hyvä 
määritellä ensin käsitteen merkitys. Sisäinen luotettavuus eli validiteetti tarkoittaa 
Hirsjärvi ym. (2001, 213) mukaan mittarin tai tutkimusmenetelmän kykyä mitata 
juuri sitä, mitä on tarkoituskin mitata. Sisäisen validiteetin tarkastelussa kysytään, 
aiheutuvatko empiirisen tutkimuksen koetilanteessa saadut tulokset niistä tekijöistä, 
joiden oletetaan niihin vaikuttavan. Laadullisen tutkimuksen kyseenollessa tarkas-
tellaan esimerkiksi onko tutkimusstrategia valittu tutkittavan kohteen olemuksen 
mukaisesti. Sisäisen validiteetin heikkouteen varsinkin kvantitatiivisissa tutkimuksissa 
saattaa vaikuttaa useita tekijöitä, joiden kontrollointiin on syytä kiinnittää huomiota. 
(Hiltunen 2009,5.) Näihin tekijöihin palaan luvussa 10.2.
Geometrian lähtötasotestiin valittiin niitä keskeisiä geometrian perustaitoja 
mittaavia tehtäviä, jotka opetussuunnitelman mukaan olisi hallittava viidennen 
luokan loppuun mennessä. Arvioni mukaan testi soveltui näin ollen sekä viides- että 
kuudesluokkalaisten tutkimushenkiöiden testaamiseen kevätlukukauden lopussa. 
Kaikille tutkimushenkilöille suunnattu geometrian testi perustui nimenomaan tätä 
tutkimusta varten konstruoituihin versioihin. Koska testi oli alun perin kehitelty 
Silfverbergin (1999) tutkimuksen pohjalta, voidaan sen luotettavuutta pitää jo aiem-
min hyväksyttynä. Kriittisyyttä voidaan kohdistaa ihmisen tiedonkäsittelyprosessin 
osalta esimerkiksi siihen, että havaitsemisessa emootiot ja kognitiot vaikuttavat 
joko häiritsevästi tai edistävästi. Tämä perustuu tunnetilan sekä muistin ja ajattelun 
yhteisvaikutukseen. (Hämäläinen ym. 2006.) Eri aivojen osat avustavat erilaisia 
visuaalisen havaitsemisen aspekteja. Sama periaate koskee muistia. Havaintojen 
automatisoitumisella on oma merkityksensä toistettuun testiin. (Saariluoma ym. 
2001.) Tätä problematiikkaa, johon viittasin jo luvun 6.1. lopussa, ei tässä tutki-
muksessa kuitenkaan voida ratkaista. 
Oppilaiden itsearviointilomakkeista saatu aineisto ei välttämättä vastaa sitä todel-
lisuutta, jota kuvitellaan tutkittavan. Oppilaat saattavat käsittää monet kysymykset 
toisin kuin oli tarkoitus. Validiteetti merkitsee edelleen kuvausten ja siihen liitettyjen 
selitysten ja tulkintojen yhteensopivuutta. ( Janesick 2000, 393.) Tutkimuksellinen ote 
vaatiikin tarkkuutta, kun pyritään tutkimuksen toteuttamisen selvään ja totuuden-
mukaiseen kuvaamiseen. Tutkimuksen validiutta voidaan tarkentaa käyttämällä sekä 
laadullisia että määrällisiä tutkimusmenetelmiä. ( Johnson & Onwuegbuzie 2004.) 
Metodologista yhteiskäyttöä toteutettiin tässä tutkimuksessa siten, että kvalitatiivi-
sin perustein tutkittiin oppilaiden ja opettajien kokemuksia Laatoitusprojektista eri 
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tekniikoilla (havainnoimalla, kyselylomakkeilla, haastatteluilla ja itsearviointitehtä-
villä) sekä kvantitatiivisin perustein analysoitiin tutkimuksessa käytettyjä geometrian 
testejä. Tämän jälkeen voidaan verrata näitä toisiinsa ja määrittää, miten paljon eri 
tavoilla saadut tulokset vastaavat toisiaan. 
6.4.2 Mittareiden ulkoinen luotettavuus
Tutkimuksessa käytettävien mittareiden ulkoinen luotettavuus eli reliabiliteetti tar-
koittaa sitä, että tutkimuksen tulokset eivät ole sattumanvaraisia, vaan toistettaessa 
tutkimus tulokset pysyvät samankaltaisina. Kvalitatiivisessa tutkimuksessa reliabi-
liteetilla tarkoitetaan aineiston käsittelyn ja analyysin luotettavuutta. Reliabiliteet-
tikysymykset liittyvät ensisijaisesti siihen tutkimuksen vaiheeseen, jossa siirrytään 
empiriasta teoriaan eli empiirisestä aineistosta analyysiin ja tulkintaan. Hirsjärvi 
ym. (2001, 213) määrittelee tutkimuksen ulkoisen luotettavuuden eli reliaabeliuden 
juuri mittaustulosten toistettavuutena. Ulkoinen luotettavuus kiinnostaa erityisesti 
silloin, kun pohditaan kvantitatiivisen tutkimuksen tulosten yleistettävyyttä. Tämän 
tutkimuksen mittareiden reliabiliteetti on osoittautunut hyväksi jo aikaisemmissa 
van Hielen teoriaa koskevissa mittauksissa. ( ks. luku 3.4.2.) Silfverberg (1999) an-
toi tutkimustuloksillaan tietoa suomalaisten yläasteikäisten oppilaiden geometrisen 
ajattelun kehitystasoista. van Hielen (1958) tutkijapariskunta puolestaan loi pohjan 
opetuskokeilun toimintamalliin. Koulukulttuurin merkitykseen ja muihin ulkoisen 
validiteetin heikkouteen vaikuttaviin tekijöihin palaan luvussa 10.2. Laatoitus-
projektia kehitellessäni loin omannäköiseni ja suomalaiseen kouluun soveltuvan 
oppimisympäristön.
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Suunnitellessani Laatoitusprojektia olin kiinnostunut geometristen muotojen hyö-
dyntämisestä kuvataiteellisessa tuottamisessa. Näin voitiin yhdistää geometria ja ku-
vataide projektin aikana oppilaiden luovaa aktiivisuutta korostaen. Visualisointikyky 
on eräs geometrian välittämistä taidoista, joilla on keskeinen merkitys ympäristön 
jäsentämisessä. Visuaalisuuteen liittyy edelleen taito esittää ajatuksensa kuvin ja 
kuvioina. (Hoffer 1981, 11–13; Idris 2009, 93, 96–98.)
Laatoitusprojektin pääongelmana oli tutkia, minkä muotoiset keskenään samanlai-
set laatat voivat peittää tason aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä. Monikulmioilla 
suoritettu pinnan peittäminen perustui käsitteenmuodostusprosessin tukemiseen tun-
nistamisen, tuottamisen ja lujittamisen lähtökohdista. Geometrisenä tavoitteena oli 
visuaalinen hahmottaminen, verbaalinen, symbolinen ja kuvallinen esitys. Oppimis-
ympäristö perustui oppilaskeskeiseen työskentelyyn, toiminnallisuuteen ja omin käsin 
kokeiluun. Lähtökohtina olivat konkreettisuus, aistien ja päättelytaitojen hyödyntä-
minen sekä oman kokemusmaailman ja arkielämän läheisyys. Ongelmalähtöisyyttä 
seurasivat keksivä oppiminen, keskustelut eri ratkaisuvaihtoehdoista ja kriittinen 
ajattelu. Oppisisällössä keskityttiin kulmakäsitteeseen, geometristen tasokuvioiden 
tutkimiseen ja luokitteluun, säännönmukaisuuksien löytämiseen ja tuottamiseen 
sekä arkielämän sovellustilanteisiin. Viimeksi mainittu näkökulma yhdisti projektin 
oppilaita ympäröivään todellisuuteen. Eriyttäminen Laatoitusprojektissa perustui 
muun muassa visuaaliseen hahmottamiseen. Oppilaat, joiden numeeriset laskuval-
miudet ovat heikot, voivat motivoitua juuri visuaalisen hahmottamisen tehtävissä. 
Geometrian opiskelu voi toisaalta olla vaikeaa oppilaille, joiden visualisointikyky 
on heikko. Käsin tekeminen edistää myös ymmärtävää oppimista. (ks. Luku 2.2.1)
Tässä tutkimuksessa oppimisympäristön kehittely tukeutui opetussuunnitel-
maan ja oppikirjoihin. Lähestymistapana oli didaktisiin valintoihin (ks. luku 2.2) 
perustuen toiminnallinen ja ongelmalähtöinen tesselaatioon nojautuva integroitu 
geometrian opetus, joka tukee oppilaan geometrista ajattelua ja luovuutta. Geo-
metriaan suunnattu projektityöskentely sallii mahdollisuuden vuorovaikutteiseen 
oppimiseen sekä luovaan ajatteluun ja toimintaan samassa kontekstissa. Laatoitus-
projekti -oppimisympäristö kehitettiin siten ”erilaisen ja soveltavan” matematiikan 
näkökulmasta. Integrointi kuvataiteeseen (luovuus), työskentely konkreettisen 
oppimateriaalin kanssa (toiminnallisuus) sekä sosiaalisten vuorovaikutustaitojen 
kehittäminen keskustelevassa osallisuudessa tukevat myös oppilaita, joilla syystä 
tai toisesta on matemaattisia oppimisvaikeuksia. Oppilaan geometrisen ajattelun 
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rakentumista pyrittiin tukemaan toimintamateriaalin avulla. Oppilaat saivat konk-
reettisen toiminnan kautta pohtia geometrisia käsitteitä sekä ratkaista yhdessä 
ja yksilöllisesti asetettuja ongelmia. Taustateoriana on Deweyn (1933) näkemys 
tekemällä oppimisesta sekä Kolbin (1984) kokemuksellisen oppimisen malli. Tässä 
tutkimuksessa opetuksen ongelmalähtöisyys ilmenee erilaisten ongelmatilanteiden 
esittämisenä ja kyselevänä opetuksena. Oppilaat johdateltiin ongelmatilanteeseen 
esimerkiksi seuraavalla kysymyksellä: Miksi kylpyhuoneessa käytetyt laatat eivät ole 
ympyränmuotoisia? Oppilaita kannustettiin tutkimaan ongelmaa käytännössä ja 
hakemaan tietoa sen selvittämiseen. Teoriaosassa esitetyt ongelmalähtöisen mate-
matiikan opetuksen päämäärät sopivat hyvin myös tämän tutkimuksen tavoitteiksi. 
Ongelmanratkaisu voidaan nähdä prosessina, joka sisältää orientoitumisvaiheen, 
työstämisvaiheen, ratkaisuvaiheen sekä lopuksi ratkaisun tulkinnan. (Haapasalo 
1994, 17.) Tutkimuksessa toteutettu Laatoitusprojekti sisältää ongelmatehtäviä, 
joiden ratkaisu perustuu näiden vaiheiden läpäisemiseen.
7.1 Geometrian oppisisältö ja koulun opetussuunnitelma 
tutkimuksen taustalla
Tässä luvussa tarkastelen, miten tutkimuksessa mukana olleiden koulujen geomet-
rian oppikirjat ja opetussuunnitelmat tukevat erityisesti geometristen kuvioiden 
tunnistamista. Oppikirja on yleisin käytetty oppimateriaali, joka määrittelee pitkälti, 
millaisiksi oppilaiden oppimisprosessit muodostuvat. Monet tutkijat ovat sitä mieltä, 
että oppikirja ohjaa oppitunnin kulkua ja on toiminnan kohteena (Määttä 1991; 
Perkkilä 2002; Vaahtokari & Vähäpassi 1998.) Oppikirjan ensisijainen tarkoitus 
on toimia oppimisen ja vaikuttamisen välineenä. Opettajalta vaaditaan rohkeutta ja 
luovuutta, jotta hän käyttäisi monipuolisia opetusmenetelmiä. Hyvästä oppimate-
riaalista opettaja saa tukea myös omaperäiselle toiminnalleen. Joskus oppikirja voi 
vangita opettajan kaavamaiseen opetukseen ja kaavamaisiin harjoituksiin. Pehkosen 
(2004, 32-37) mukaan opetuksessa käytettävä materiaali ei takaa vielä sitä, että 
opetus on hyvää, vaan opettajan henkilökohtainen panos on oleellista. Oppiaineen 
sisällöllinen hallinta on ratkaisevaa, mutta ei yksin riitä. Matematiikan sisällölliset 
tavoitteet konkretisoituvat oppimateriaaleissa, mutta toiminnot ja oppimateriaalin 
soveltaminen oppilasryhmälle on opettajan tehtävä (Kupari 1993; Vaahtokari & 
Vähäpassi 1998; Yrjönsuuri 1991.) Opetushallitus kehottaa kouluja päättämään 
paikallisesti, mitkä ovat kunkin oppiaineen oppimisympäristöihin ja työtapoihin 
sekä ohjaukseen ja tukeen liittyvät mahdolliset erityispiirteet kullakin vuosiluokalla. 
(Opetushallitus 2015, 9-13.)
Opetushallituksen vuonna 2000 tekemässä arvioinnissa todettiin matematiikan 
oppikirjalla olevan tilastollisesti merkitsevä yhteys matematiikan osaamiseen (Räty-
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Záborzky 2006, 36). Oppikirjat koetaankin merkittäväksi ja konkreettiseksi tueksi 
laadittaessa koulukohtaisia opetussuunnitelmia, koska opetussuunnitelman perusteet 
ovat abstrakteja tavoitteita (Heinonen 2005). Oppikirjojen osalta huomioni kiinnittyi 
geometrian oppisisältöjen tarjoamiin valmiuksiin Laatoitusprojekti-oppimisympäris-
töön (5.–6.-lk.) ja geometrian testiin (5.–9.-lk.) osallistuttaessa. Tästä johtuen esitän 
oppisisältöjen keskeisimpiä kohtia geometristen kuvioiden tunnistamisen näkökul-
masta. Tarkastelun lähtökohtana on selvittää muun muassa 1) mitä oppisisältöjä 
geometriassa korostetaan, 2) miten geometriajaksoa ohjeistetaan opettamaan ja 3) 
milloin oppisisällöt opetetaan. Koska geometrian opetus alkaa jo alkuopetuksessa, on 
mielestäni tarpeen selvittää sitä oppisisällöllistä pohjaa, joka peruskoulussa tarjotaan 
jo 1.–4.-luokilla.
Projektityön taustalla ovat sekä pro gradu -tutkimusta varten tehdyn kenttätut-
kimuksen että väitöskirjaa varten tehdyn kenttätutkimuksen aikana käytössä olleet 
oppikirjat ja koulukohtainen opetussuunnitelma. Haapaveden Hyttikallion koululla 
lukuvuosina 2002–2005 käytettiin ”Hei nyt lasketaan 1–6” -oppikirjasarjaa sekä lu-
kuvuoden 2005–2006 tutkimuksen yhteydessä ”Matikkamatka 6” -oppikirjaa. Oulun 
normaalikoululla lukuvuonna 2002–2003 käytettiin ”Laskutaito 1–6” -oppikirjasarjaa. 
Haapaveden Yläkoulussa lukuvuosina 2004–2006 käytössä ollut ”Laskutaito 7–9” 
-oppikirjasarja jää yksityiskohtaisemman tarkastelun ulkopuolelle, koska tutkimus-
työhöni ei kuulunut opetusta Haapaveden Yläkoulussa. Toimintani tämän tutkimuk-
sen yhteydessä rajoittui kyseisessä koulussa suunnittelutehtäviin ja opetusryhmien 
geometrian testin valvontaan. Tarkastelussa perehdytään myös kummankin koulun 
oman opetussuunnitelman geometrian oppisisältöön ja suoritetaan vertailuja, jos se on 
perusteltua. (Oulun Normaalikoulun OPS lv. 2002–2003; Haapaveden Hyttikallion 
koulun OPS lv. 2003–2006; Haapaveden Yläkoulun OPS lv. 2005–2007.) 
Alkuopetuksessa geometrian sisällöllinen merkitys perustuu oppilasta ympä-
röivään kolmiulotteiseen maailmaan. Opetuksen tulisi auttaa lasta havainnoimaan 
kappaleiden ja tasokuvioiden perusominaisuuksia. Lähtökohtana on kognitiivinen 
oppimiskäsitys, jossa oppilasta tuetaan tutkijana ja kokeilijana tutustumaan fyysi-
seen ympäristöönsä. Molemmissa kirjasarjoissa korostetaan ensimmäisellä luokalla 
oppilaille tuttuja arkielämän tilanteita ja tarjotaan aktiivista oppimisprosessia edel-
lyttävää sosiaalista vuorovaikutusta. Käsitteiden opettaminen perustuu oppilaiden 
itsenäiseen ajatteluun, joten opetusmenetelminä korostuvat keskustelunomaiset, 
kokeilevat ja ongelmalähtöiset oppimisympäristöt. Hahmotusharjoitusten tavoit-
teena on kehittää avaruudellista ajattelua. Tärkeintä olisi matemaattisen ajattelun, 
päättelykyvyn ja luovuuden kehittäminen. Alkuopetuksen oppilailta ei vaadita 
kappaleiden ja tasokuvioiden oikeita nimityksiä. Geometristen kappaleiden ja ta-
sokuvioiden tunnistaminen on kuitenkin tärkeä tavoite. Erona oppikirjojen osalta 
on muun muassa aikataulu. ”Hei nyt lasketaan” tarjoaa geometriaa sekä syys- että 
kevätlukukaudella, kun taas ”Laskutaito” ohjaa alkuopetuksen geometriajakson 
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kevätlukukausille. (Helin, Ilomäki-Keisala, Saravesi, Satamo, Sohlman & Virta 
1998a, 1998b, 1999, 2001; Rikala, Sintonen & Uus-Leponiemi 2002; Sintonen & 
Uus-Leponiemi 2003.)
Kolmannen ja neljännen luokan geometriassa keskeisintä on peruskäsitteisiin 
tutustuminen sekä kulmien ja tasokuvioiden tunnistaminen, nimeäminen ja piir-
täminen. Tutustutaan myös kolmioiden ja nelikulmioiden luokitteluun. Edelleen 
kehitetään avaruudellista hahmottamiskykyä erilaisin kolmiulotteisin tarkasteluin. 
Päättelytaitoja ja luovuutta kehitetään erilaisissa harjoituksissa ja ongelmanratkai-
sussa. Rakentelutehtävissä käytetään geometrisiä muotopalikoita tai muita sopivia 
perusmuotoisia esineitä, palloja, lieriöitä, kartioita ja suorakulmaisia särmiöitä. 
Oppikirjat tarjoavat geometriajaksot alkuopetuksen mukaisesti, joskin ”Hei nyt 
lasketaan” -oppikirjassa syyslukukauden geometriajakso ehdotetaan tarvittaessa 
ohitettavaksi. (Helin, Ilomäki-Keisala, Saravesi, Satamo, Sohlman & Virta 1998c, 
1998d, 1998e, 1998f; Rikala, Ilmavirta & Uus-Leponiemi 2001; Rikala, Uus-
Leponiemi & Ilmavirta 2001.) 
Viidennen luokan geometriassa opetellaan harpin ja piirtokolmion käyttöä. Op-
pisisältö keskittyy tasogeometriaan. ”Laskutaito 5”:n opettajan kirjan kevätosassa 
(Koivisto, Salonen, Ilmavirta & Uus-Leponiemi 2000, 155) on esitelty tessellaatiota 
seuraavasti: ”Tessellaatioksi kutsutaan samanlaisina toistuvia muotoja, joilla pinta 
voidaan peittää tarkasti niin, ettei jää minkäänlaisia aukkoja. Tällaisia kuvioita ovat 
esim. neliö, kolmio, jonka sivut ovat yhtä pitkät ja säännöllinen kuusikulmio (kuten 
mehiläiskennossa)”. (Helin, Lohi, Satamo, Sohlman, Verkkonen & Virta 1999; Koi-
visto, Salonen, Uus-Leponiemi & Ilmavirta 1999.) Kuviossa 28 esitetään oppikirjan 
esimerkkejä tesselloivista muodoista.
KUVIO 28. Tesselloivia muotoja Koiviston ym. (2000, 155) mukaisesti
Kuudennella luokalla geometriaan liittyy runsaasti numeerista laskemista. Sekä 
pinta-alan että tilavuuden laskukaavan ymmärtäminen tai jopa sen keksiminen pe-
rustuvat kykyyn hahmottaa tasokuvio tai avaruuskappale. Avaruudellinen hahmot-
taminen ja tilantaju ovat geometrisen oppimisen perusta. ”Hei nyt lasketaan” tarjoaa 
geometrian jakson molempien yläluokkien osalta kevätlukukaudella. ”Laskutaito” 
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sijoittaa geometrian opiskelun marraskuussa alkavaksi. (Koivisto, Salonen, Uus-
Leponiemi & Ilmavirta 2001; Lohi, Saravesi, Verkkonen & Virta 2001.)
Haapaveden Hyttikallion koululla keväällä 2006 toteutetun Laatoitusprojektin 
geometrian oppisisältö perustui käytössä olevaan koulukohtaiseen opetussuunni-
telmaan sekä ”Matikkamatka 6” -oppikirjan (Hänninen, Laine, Putkonen, Ranta & 
Sinnemäki 2005) tarjoamaan geometrian jaksoon. Tarkastelen kyseistä jaksoa luvussa 
7.4, jossa se on keskeinen oppisisältö tässä tutkimuksessa. Jakson tavoitteena oli op-
pikirjan mukaan kerrata piirtokolmion käyttöä erilaisissa tasogeometrian tehtävissä. 
Geometrian jakson aikana harjoiteltiin kulmien, monikulmioiden ja kolmiulotteisten 
kappaleiden nimeämistä ja luokittelua niiden ominaisuuksien perusteella. Oppikirjan 
opettajille antamien ohjeiden mukaan oppimistilanteet pyritään rakentamaan kes-
kustelunomaisiksi, kokeileviksi ja ongelmalähtöisiksi. Oppimisessa käytetään apuna 
toiminnallisia menetelmiä ja painopistealueina on yhteistoiminta-, ongelmanratkaisu- 
ja kommunikointitaitojen kehittäminen. Sekä koulun oma opetussuunnitelma että 
oppikirjan tekijöiden tavoitteet antoivat hyvän lähtökohdan erilaisille oppijoillekin 
Laatoitusprojektin toteuttamisessa.
Haapaveden yläkoulussa käytettiin lukuvuosina 2004–2005 ja 2005–2006 ”Las-
kutaito 7-9” -oppikirjasarjaa. Geometrian osalta seitsemännellä luokalla opiskeltiin 
tasogeometriaa marraskuusta alkaen. Oppisisältö painottui aikaisemmin opittujen 
asioiden kertaamiseen ja syventämiseen. Kahdeksannella luokalla paneuduttiin 
kolmio- ja ympyrägeometriaan. Uusia oppisisältöjä olivat trigonometria ja Pythago-
raan lause. Jakso oli sijoitettu kevätlukukaudelle. Geometrian osalta yhdeksännellä 
luokalla opiskeltavia asioita olivat avaruusgeometriaan liittyvät aiheet. Opintojakso 
toteutettiin syyslukukaudella.
Yhteenvetona voidaan todeta, että geometrian oppisisällöt näissä kaikissa oppi-
kirjasarjoissa tukevat oppilaiden geometristen kuvioiden tunnistamisen oppimista. 
Kolmannen kouluvuoden loppuun mennessä oppilailla on mahdollista hallita geo-
metristen tasokuvioiden visuaalinen tunnistaminen. Kolmioiden ja nelikulmioiden 
hierarkkista luokittelua harjoitellaan neljännen ja viidennen kouluvuoden aikana. 
Perusopetuksen kuudesluokkalaiset ovat tämän tutkimuksen mukaan saaneet siten 
riittävän geometrian oppisisällöllisen valmiuden voidakseen selvitä tutkimuksen 
empiirisessä osassa käytetystä geometrian testistä. Molempien koulujen opetus-
suunnitelmat vahvistavat tätä asetelmaa. Yläkoulun geometrian oppisisältöjen perus-
teella oppilas osaa muun muassa tunnistaa eri geometriset muodot ja tuntee niiden 
ominaisuudet sekä käyttää yhdenmuotoisia ja yhteneviä sekä symmetrisiä kuvioita 
sekä pystyy soveltamaan tätä taitoa kolmioiden ja nelikulmioiden ominaisuuksien 
tutkimisessa. Lopuksi on todettava, että peruskoulun matematiikassa opetuksen 
spiraalimaisuus vuosiluokalta toiselle siirryttäessä tukee geometriassakin kertauksen 
vahvistavaa vaikutusta oppimisprosessissa.
106 | Sirkku Korkatti: Geometriaa laatoittamalla?
7.2 Tesselaatioon nojautuva Laatoitusprojekti 
oppimisympäristönä
Laatoitusprojekti toteutettiin perusopetuksen viides - ja kuudesluokkalaisten keskuu-
dessa useampana eri lukuvuonna, joten sen kehittämiseen oli hyvät mahdollisuudet 
aikaisemmista kenttätyövaiheista saatujen kokemusten perusteella. Eri kulttuureista 
tulleet oppilaat muistuttivat jo esitutkimuksen yhteydessä kielellisten erojen huo-
mioimisesta. Projektin sisällössä oli paljon sellaista matemaattista käsitteistöä, joka 
oli hallittava opetuskielellä. Tehtävänannon yhteydessä oli pyrittävä varmistamaan, 
että eri kulttuuritaustaiset oppilaat ymmärtäisivät matemaattiset käsitteet oikealla 
tavalla. (Arvonen ym. 2010; Atebe & Schäfer 2010.) Käsitteellistäminen todettiin 
teoriaosuudessa oppimista tukevaksi. 
Pääongelmana oli tasopinnan peittäminen erimuotoisilla itse tehdyillä karton-
kilaatoilla aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä. Tällainen ongelmalähtöisyys 
oli teoreettisen viitekehyksen taustalla. Laatoitusprojektin suunnittelussa pyrin 
soveltamaan tutkimuksen teoriataustassa esitettyjä periaatteita ja hyödyntämään 
oman kokemukseni opetustyöstä. Reflektoin myös tutkimuksen edetessä eri 
tutkimusvaiheissa saatuja kokemuksia. Oppimisympäristöä koskevat tarkimmat 
tuntisuunnitelmat esitän vuoden 2006 Laatoitusprojektin tarkastelussa luvussa 
7.4, koska ne ovat opetuksen kehittämiseen pyrkivän tutkimuksen periaatteiden 
mukaan myös tämän tutkimuksen uusimpana tuloksena saatua tuotosta. (Wood 
& Berry 2003, 195–199.) 
Tutkimuksessani käytettiin opetuksen integrointia apuna sellaisen oppimisympäris-
tön luomisessa, joka kehittäisi oppilaiden luovuutta ja edistäisi geometrisen ajattelun 
taitojen oppimista (vrt. Leppäaho 2007, 80). Tätä tarkoitusta varten päädyin geomet-
rian oppisisältöön, joka tarjosi teoreettisen viitekehyksen avulla mahdollisuuden van 
Hielen (1957) malliin perustuvan geometrisen ajattelun kehittymisen tarkasteluun. 
Laatoitusprojektin toteutuksessa hyödynnettiin van Hielen ja van Hiele-Geldofin 
(1958) kehittämää viisivaiheista opetusmenetelmää. (ks. Luku 3.4.4). Tarkastelen 
seuraavaksi Laatoitusprojektin perusrakennetta, joka noudattaa teoreettisen viite-
kehyksen mukaisia opetuksellisia periaatteita (Clements & Battista 1992; Crowley 
1987; Fuys ym. 1988; Galperin 1969; Hoffer 1983; Idris 2009; Kilpatrick ym. 2001; 
Muyeghu 2008; Silfverberg 1986, 1999; Usiskin 1982). 
1. Orientoimisvaihe ja tutkivan kyselyn vaihe 
Oppilaille kerrottiin tulevasta työskentelyjaksosta, sen tarkoituksesta ja muutoksista 
työjärjestyksen mukaiseen koulutyöhön. Projektin ensimmäinen tunti käytettiin 
vuonna 2003 tutkimusryhmille suunnattuun geometrian alkutestiin ja vuosina 2005 
ja 2006 kaikille 5.–6.-luokkalaisille suunnattuun geometrian lähtötasotestiin (ks. 
LIITE 2). Näin opettaja sai mahdollisuuden arvioida oppilaiden geometrian tietä-
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mystä. Koeaikaa voitiin pidentää oppilaiden yksilölliset edellytykset huomioimalla. 
Laatoitusprojektissa korostettiin opetuksen käsiteperusteisuutta, ongelmalähtöisyyt-
tä, yhteisöllisyyttä sekä kulttuuristamista. Viimeksi mainittu oli perusteltua, koska 
tutkimushenkilöiden joukossa oli myös maahanmuuttajataustaisia oppilaita, joiden 
heikko suomen kielen taito edellytti erityistä tukemista. Matematiikan käsitteistön 
ymmärtäminen edellyttää kielellisiä valmiuksia, joten erilainen kulttuuritausta 
huomioitiin jo alkutestin yhteydessä antamalla oppilaalle tarvittavaa tukea, kuten 
kuviossa 29 esitetään.
KUVIO 29. Kulttuuristen käsite-erojen selvittelyä 
Seuraavaksi tarkasteltiin oppilaiden käsityksiä laatoituksesta ja sen merkityksestä. 
Laatoitus-käsitettä pohdittiin ryhmissäkin ja pyrittiin löytämään esimerkkejä ym-
päröivästä arkitodellisuudesta. Geometrisistä käsitteistä kerrattiin erilaiset kulmat 
ja harjoiteltiin piirtämään ja mittaamaan kulmia. Taulupiirroksin havainnollistettiin 
erisuuruisia kulmia ja niiden nimityksiä. Monikulmioista kerrattiin erilaiset kolmiot 
ja nelikulmiot yhteistoiminnallisesti ja havainnollistaen taululla. Säännöllisistä mo-
nikulmioista määriteltiin tasasivuinen kolmio, neliö sekä säännöllinen viisikulmio, 
kuusikulmio ja kahdeksankulmio. Opetus tapahtui oppilaskeskeisesti ja yhteistoi-
minnallisuutta korostaen. 
2. Materiaalinen vaihe ja suunnatun orientoitumisen vaihe
Oppilaille jaettiin tarvittava oheismateriaali, kuten opetusmonisteet ja toiminta-
materiaali. Kukin ryhmä sai Laatoitusprojektiin kuuluvan materiaalin: muovinen 
tasokuviosarja, joka sisältää aiemmin tarkastellut säännölliset monikulmiot, kol-
mioviivain, eriväristä kartonkia, sakset ja liimaa. Opettaja määritteli jaksollisen 
laatoituksen (ks. myös 4.2.1) käyttäen piirtoheitintä ja värillisiä muovikalvolaattoja 
havainnollistamisessa. Oppilaat muodostivat omat tutkimusryhmänsä, jotka ryhtyi-
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vät ratkaisemaan projektin pääongelmaa: Minkä muotoiset keskenään samanlaiset 
laatat voidaan sovittaa toisiinsa siten, että tasopinta peittyy aukottomasti ja ilman 
päällekkäisyyttä? Oppilaille annettiin ohjeet työn toiminnallisesta toteuttami-
sesta: piirrä, leikkaa ja liimaa. Työn suorittamisessa korostettiin huolellisuutta ja 
tarkkuutta. Oppilaat ohjattiin itsenäiseen tutkimukseen sekä erilaisten ratkaisujen 
etsimiseen ja niistä keskustelemiseen. Projekti eteni tehtäväjärjestyksessä. Kuvio 
30 havainnollistaa, kuinka oppilaat työskentelivät sekä itsenäisesti ajatellen että 
ryhmässä ongelmaa pohtien. 
KUVIO 30. Laatoitusprojektissa työskentelyä yhdessä 
Kilpatrickin ym. (2001) malli on osoittanut useissa tutkimuksissa, kuinka toimin-
tamateriaalin avulla aktivoidut oppilaat ymmärtävät paremmin geometriaa (Crowley 
1987; Hoffer 1983; Senk 1985, 1989). 
3. Puhuttu vaihe ja tarkentamisen vaihe
Tämä vaihe sisälsi vuorovaikutteista oppimista, jolloin ongelmia ratkottiin puhumalla 
ääneen. Oppilaat selittivät aikaisempien kokemustensa avulla havaintojaan. Ope-
tuskeskustelulla ohjattiin oppilaita käyttämään oikeaa ja täsmällistä käsitesanastoa. 
Ongelmien ratkaisutapa kerrattiin vielä yhteistoiminnallisesti piirtoheittimen ja 
värillisten kalvokuvioiden avulla oppilasesityksinä. Omien ja toisten ratkaisujen 
arviointi sekä perustelut ratkaisuille nousivat keskeiseksi sisällöksi yhteiselle keskus-
telulle. Alusta alkaen oppilaita kehotettiin tarkastelemaan monikulmioiden kulmien 
kärkipisteitä, joissa kuviot kohtaavat: Mitkä ovat muodostuneiden keskuskulmien 
suuruudet? Miten perustelet ratkaisusi? Kuvioissa 31 ja 32 oppilaat pohtivat tasopin-
nan peittymistä. 
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KUVIO 31. Säännöllinen viisikulmio laattana KUVIO 32. Säännöllinen kahdeksankulmio 
laattana
Sisäisen puheen vaihe ja vapaan orientoitumisen vaihe4. 
Tässä vaiheessa käsiteltävät tehtävät olivat monimutkaisempia. Osa tehtävistä oli avoi-
mia ja oppilaat saivat vapaasti selvittää käyttämäänsä ratkaisumenetelmää. Toiminta 
irrottautui konkreettisesta, ja tutkittavien asioiden väliset suhteet, kuten tasokuvioiden 
säännöllisyys ja mielivaltaisuus, selvenivät oppilaiden ajatuksissa (ks. Kuvio 33).
KUVIO 33. Mielivaltaisen nelikulmion problematiikka mielenkiinnon kohteena 
Kokemuksellinen oppiminen osoittaa, miten tärkeä oppimisen edistäjä tilanne oli. 
Oppimista tukevan ilmapiirin luominen, tarkoituksenmukainen materiaalin käyttö 
ja kytkennät opiskelijan kokemuksiin auttavat oppimaan.
Sisäistynyt vaihe ja kokoaminen5. 
Tässä vaiheessa toiminta ei enää kaivannut materiaalista yhteyttä. Pohdittiin yh-
dessä esimerkiksi aikaisempien tehtävien ratkaisussa ilmenneitä ongelmia. Oppilaat 
rakensivat yleiskuvan kaikista opituista asioista ja opetuskeskustelun keinoin tehtiin 
yhteenvetoja opintojaksosta. van Hielen (1986, 62) mukaan siirtyminen van Hie-
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len kehitystasolta toiselle on oppilaskohtainen prosessi, johon voidaan opetuksella 
vaikuttaa, jolloin opettaja ohjaa oppilaita huomioimaan geometristen kuvioiden 
ominaisuuksia, tarkentaa terminologiaa ja innostaa opetuskeskusteluun, joka on 
kaikkein tärkein osa opetus/oppimisprosessia.
Tämän tutkimuksen oppimisympäristössä oppilaan mielikuvanmuodostumispro-
sessia pyrittiin tukemaan oppiaineiden integroinnilla. Pyrkimyksenäni oli lisätä eri 
oppiaineet yhdistävää ajattelua ja oppilaiden mahdollisuuksia kokea onnistumisen 
elämyksiä. Laatoitusprojektin tarkoitus oli tukea myös luovuutta, joka toteutuu yk-
silöllisesti suunnitellun ja tuotetun tesselaation muodossa. Perusopetuksessa avoimet 
ongelmat oppimisympäristössä ovat käyttökelpoisia erityisesti silloin, kun pyritään 
korostamaan ymmärtämistä ja luovuutta (Leppäaho 2007, 66–73). Tässä tutkimuksessa 
projektityöskentely huipentui lopputilanteeltaan avoimeen ongelmatehtävään, jossa 
luovuudelle annettiin korostunut merkitys. Laatoitusprojekti päätettiin kaikille yhtei-
seen geometrian testiin ja ”The Art of Tessellations” kuvataidenäyttelyyn. Valmiit työt 
asetettiin esille koulun tiloihin omilla nimillä varustettuina ja kehystettyinä yhteisen 
tarkastelun kohteeksi. Kukin oppilas sai kertoa ratkaisustaan muodon ja värien tuot-
tamisessa. Samalla pohdittiin myös laattojen tehdastuotannon perusteita. Projektityöt 
arvioitiin vielä äänestämällä niistä suosituin. Näin kukin oppilas sai mahdollisuuden 
vertailla yksilöllistä luovuutta ja erilaisia työskentelytapoja. Peruskoulun oppiaineena 
kuvataiteen tarkoituksena on antaa välineitä oppilaan kuvalliseen ilmaisuun sekä 
kehittää oppilaan esteettisiä valmiuksia ja kuvallista ajattelua. Kuvataidenäyttelyyn 
tutustuneet ihastelivat töiden kauneutta ja omaperäisyyttä. 
KUVIO 34. Todellinen taiteilija KUVIO 35. Luomisen iloa
Kuvataiteen opetuksellisena tehtävänä on ohjata oppilasta tarkastelemaan taidetta 
ja muuta visuaalista kulttuuria teoksen, tekijän ja katsojan vuoropuheluna (Opetushal-
litus 2015, 266-268). Tähän perustuen kuvataidenäyttelyn yhteydessä tehtiin yhdessä 
tulkintoja oppilastöistä. Suurin ihmetyksen aihe oli kuitenkin se, että kukin ”laatta” oli 
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muotoutunut samankokoisesta kartonkineliöstä. Näin tuli pinta-alan käsitteeseenkin 
abstraktimpi näkökulma. Kuviosarjassa 34‒36 esitellään oppilaiden valitsemia töitä
eri tutkimusvuosilta sekä ”e Art of Tesselations” -kuvataidenäyttelyn ilmettä.
KUVIO 36. ”The Art of Tessellations” kuvataidenäyttely
Intohimoni kuvataiteeseen ja geometrian kauneuteen ei ole sammunut näiden kym-
menen vuoden aikana. Siitä osoituksena on keväällä 2015 toteutettu Laatoitusprojekti 
Humalojan koulussa, jossa sain toimia unelmieni mukaisessa tehtävässä, eli opettaa 
alakoulussa pääasiassa matematiikkaa ja kuvataidetta. Tuosta projektityöskentelystä 
julkaisen tässä tutkimuksessa vain maininnan ja kuviot 37 ja 38. 
KUVIO 37. Projektityöskentelyä 2015 KUVIO 38. Kuvataidenäyttely 2015 
Laatoitusprojektin lopussa oppilaiden omat kokemukset projektityöskentelystä 
kirjatttiin itsearvioinnin yhteydessä. Opettajien arvioinnit huomioitiin palautekes-
kusteluissa. 
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7.3 Laatoitusprojektin kehittyminen vuodesta  
2003 vuoteen 2006 
Tarkastelen tässä luvussa neljää toteutettua Laatoitusprojektia kehittämisen näkökul-
masta. Oppimisympäristöjen erilaisuus näyttäytyy parhaiten siinä koulukontekstissa 
ja luokassa, jossa se kulloinkin toteutettiin. Päähuomion kiinnitän vuoden 2006 
Laatoitusprojektiin, koska esitutkimus ja sitä seuranneet tutkimusvaiheet antoivat 
pohjan etsiä kunkin opetusryhmän tarpeet parhaiten huomioiva kokonaisuus. Kou-
lun toimintakulttuuri on antanut opetukselliset reunaehdot ja oppimisympäristön 
uudistaminen on haaste jokaisen oppilasryhmän osalta. Ryhmien oppilasmäärän 
esitän sulkeissa. Tutkimustyöni lähtökohta oli pro gradu-tutkielmaa varten vuosina 
2002–2003 suunniteltu ja vuonna 2003 toteutettu Laatoitusprojekti. (Korkatti 2004.) 
Tuon tutkimuksen merkitys esitutkimusvaiheena kirkastui minulle jatko-opintoja 
suunnitellessani. Olin löytänyt idean väitöskirjatutkimusta varten ja esitutkimus 
ansaitsi sille kuuluvan arvonsa tutkijan mielessäni. 
I Laatoitusprojekti (2003) toteutettiin Haapaveden Hyttikallion koulun 6A-
luokalla (N=20 oppilasta) tammikuun kahden ensimmäisen kouluviikon aikana 
7.1.2003-17.1.2003. Projektityön alussa vuonna 2003 oppilaille kerrottiin tulevasta 
geometrian jaksosta, josta saatavia tuloksia käytetään aineistona pro gradu -tutki-
muksessa. Projektityö kesti kokonaisuudessaan 10 oppituntia, jotka oli järjestelty 
työjärjestykseen sopivasti matematiikan, kuvataiteen ja äidinkielen tunneille. Koti-
tehtäviin varattiin aikaa noin 2 tuntia. Tavoitteeksi Laatoitusprojektille oli asetettu 
matemaattisen ajattelun kehittäminen ja ajattelutaitojen harjaannuttaminen, mate-
matiikan oppisisältöjen toiminnallinen oppiminen, ymmärtäminen ja syväoppiminen 
sekä matematiikan integroiminen kuvataiteeseen. Projektissa työskentely tapahtui 
neljän oppilaan ryhmissä, joissa oppilaat säilyttivät pareittain suoran katsekontak-
tin. Näin sosiaalinen vuorovaikutus sai vahvistusta. Koska kysymyksessä oli samalla 
luokanopettajan koulutukseni opetusharjoittelu, kenttätyövaihe sisälsi runsaasti 
yhteistoimintaa ohjaavien opettajien ja opiskelijatovereiden kanssa. 
II Laatoitusprojekti (2003) toteutettiin Oulun Normaalikoulun 6B-luokalla (N=19 
oppilasta) 17.1.2003–24.1.2003. Kyseisen luokanopettajan kanssa olimme sopineet 
joustavasta työjärjestyksen muutoksesta jo ennen vuodenvaihdetta. Koska yliopiston 
harjoittelukoulussa aikataulut ovat tiukkoja ja herkästi muuttuvia, pyrittiin projekti 
toteuttamaan mahdollisimman tiiviisti. Käytännössä tämä tarkoitti pidennettyjä kak-
soistunteja. Aikaa projektityölle oli vähemmän kuin edellisessä kokeilussa. Laatoitus-
projekti toteutettiin fysiikka-kemian, ympäristöopin ja matematiikan tuntien aikana. 
Projektityöskentely tapahtui neljän oppilaan pöytäkunnissa, joten ryhmän sisäisten 
tehtävien jako voitiin toteuttaa aikataulullisesti tehokkaammin. Toinen kenttätutkimus 
osoittautui ajallisesti epäkiitolliseksi, koska opintokokonaisuudessa vallitsi pienoinen 
kiireen tuntu. Ajattelin jo tuolloin, että jatkossa projektityöhön on varattava riittävästi 
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aikaa, eikä oppilaita voi velvoittaa työskentelemään esimerkiksi välitunneilla, jos heillä 
ei ole edellytyksiä selvitä enemmistön tahtiin. Riittävät työskentelytauot ovat projektien 
toteutuksessakin tarpeen. Myöskin eri kulttuuritaustan merkitys tulisi ottaa alusta alkaen 
huomioon. Näissä esitutkimuksissa toteutetun opetuskokeilun kehittäminen eteni pää-
toimeni ohessa jatko-opiskeluoikeuden saamisen jälkeen syksyllä 2004. Koulujen loma-
ajat kuluivat tutkimustyön aktiiviseen suunniteluun ja kehittämiseen. Maaliskuussa 2005 
alkoi kenttätyövaiheen aikataulun ja toteutuksen suunnittelu Hyttikallion koululla. 
Sitä ennen minulle oli myönnetty koulutoimenjohdon lupa tutkimuksen tekoon ja 
tutkimusaineiston käyttöön väitöskirjaa varten jatkona aikaisempaan projektityöhön. 
Vuosina 2005 ja 2006 sekä oppilaat että huoltajat olivat tietoisia Laatoitusprojektin 
toteutuksesta. Rehtorin kanssa sovimme projektin aikataulusta ja sen tavanomaiseen 
koulutyöhön aiheuttamista muutoksista. 
III Laatoitusprojekti (2005) toteutettiin samansisältöisenä kevätlukukaudella 
18.4.2005–2.5.2005 Haapaveden Hyttikallion koululla luokissa 5A (N=18 oppilasta) 
ja 6B (N=16 oppilasta). Oppimisympäristön toteutukseen oli mahdollista käyttää 
kaikkine vaiheineen noin 20 tuntia. Uutta aikaisempiin kenttätyövaiheisiin verrattuna 
oli samanaikaisuus kahdella eri luokka-asteella. Samanaikaisuus tarkoitti käytännössä 
sitä, että toimin itse ryhmän 6B ohjaajana ja 5A luokan opettaja ohjasi omaa ryh-
määnsä. Yhteistyö oli saumatonta luokkien fyysisen läheisyydenkin johdosta. Projekti 
edellytti noin kolmen viikon aikana poikkeusjärjestelyjä viides- ja kuudesluokkalaisten 
koulutyön osalta. Koska käytettävissä oleva tuntimäärä oli nyt jo kaksinkertainen, 
voitiin työskentelyssä huomioida myös hitaampien oppilaiden eteneminen omien 
edellytystensä mukaisesti. Projektityön alussa kaikki koulun viides- ja kuudesluok-
kalaiset (N=71) tekivät lähtötasotestin. Testi antoi arvokasta tietoa siihen mennessä 
omaksutusta geometrian oppiaineksesta. Koska opetussuunnitelman mukainen tavoit-
teisto oli aikataulullisesti jo saavutettu, voitiin kaikkia oppilaita pitää samanarvoisessa 
asemassa Laatoitusprojektin testeissä onnistumisessa. Lähtötasotestin jälkeen alkoi 
orientoituminen tulevaan projektiin. Opettajien esittelemä tutkimustyö ja siihen 
liittyvä geometrian oppiaines sekä työskentelyn aikataulu johdattelivat oppilaita 
tulevien viikkojen tapahtumiin. Laatoitusprojektiin osallistuneiden luokkien kanssa 
sovittiin, että projektityö päätettäisiin kuvataidenäyttelyyn, jonka yhteydessä työt 
kuvattaisiin tekijöineen. Tarkoitus oli myös juhlistaa tilaisuutta yhteisellä koulutyöhön 
sopivalla tarjoilulla. Ensimmäisellä viikolla opiskelu aloitettiin yhteistoiminnallisella 
kertausjaksolla, jossa keskusteltiin geometrian peruskäsitteistä. Projektityöhön oli 
käytettävissä aikaisempaa enemmän oppitunteja, mikä mahdollisti kiireettömän 
työskentelyn ja välitunneilla tai kotona tapahtuvan työn vähenemisen. Pääosa pro-
jektityöstä suoritettiin kaksoistuntien aikana, mikä toimi käytännön järjestelyjen 
osalta erittäin hyvin. Lisääntynyt aika antoi enemmän mahdollisuuksia yksilölliseen 
ajatteluun ja työskentelyyn. Pyrkimyksenä oli hyödyntää visuaalisia struktuureja 
kontekstissa, joka edistää oppimista visuaalisesta hahmottamisesta matemaattiseen 
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käsitteenmuodostukseen ja päättelyyn. Projektityön lopussa geometrisen ajattelun 
tasoa mittaavaan geometrian testiin osallistuivat edellisten luokkien lisäksi myös 
luvussa 6.1.1 valitut yläkoulun luokat (N=129 oppilasta). 
IV Laatoitusprojekti (2006) toteutettiin edelleen kehiteltynä 2.5.2006–19.5.2006 
Hyttikallion koulun 6A-luokalla (N=16 oppilasta). Toimin itse tämän ryhmän 
ohjaajana koko kenttätyövaiheen ajan. Joillakin projektitunneilla kyseisen luokan 
oma opettajakin oli mukana työskentelyssä, avustaen oppilaiden ohjaamisessa ja 
videotallennuksessa. Projekti toteutettiin pääasiassa matematiikan oppituntien 
aikana. Tarvittaessa tehtiin poikkeusjärjestelyjä, jolloin voitiin käyttää kuvataiteen 
ja joidenkin muidenkin aineiden oppitunteja. Lähtötasotestiin osallistuivat kaikki 
koulun viides- ja kuudesluokkalaiset (N=65). Geometrian testi suunnattiin vuonna 
2006 projektin lopussa kaikille tutkimushenkilöille (N=184). Laatoitusprojekti sisälsi 
tuolloin kaiken kuudennen luokan geometrian oppisisällön, joten se antoi paremmat 
opetukselliset lähtökohdat kuin aikaisemmat projektityöjaksot. Tutkimukseen käytet-
tiin noin 25 oppituntia ja lisäksi edellytettiin tavanomaisten geometrian kotitehtävien 
suorittamista ”Matikkamatka 6” -oppikirjan mukaan. Kotona käytetty opiskeluaika 
huomioiden projektin todellinen kokonaisaika kasvoi noin 30 tuntiin. Työskentely 
kehittyi yksilöllisemmäksi. Ilmeisesti oppilaatkin halusivat enemmän aikaa omille 
pohdinnoilleen. Näiden muutosten seurauksena voidaan Laatoitusprojektin ajatella 
kolminkertaistuneen kestoltaan näiden tutkimusvuosien aikana.
Seuraavaksi kuvaan niitä perusteita, joihin nojaten Laatoitusprojektia kehitettiin 
vuodesta 2003 vuoteen 2006. Esitän oppimisympäristöjä koskevat keskeisimmät 
sisällöt yhteenvetona kehittymisen näkökulmasta taulukossa 3 ja yksityiskohtaiset 
tuntisuunnitelmia ja toteutusta koskevat tiedot vuosilta 2003 ja 2005 liitteinä (ks. 
LIITTEET 5-7). Vuoden 2003 tiedot perustuvat silloisiin kenttätutkimuspäi-
väkirjani merkintöihin. Koeasetelma muuttui 2005, jolloin geometrian alkutesti 
korvattiin lähtötasotestillä. Esitutkimuksen perusteella ei voitu olettaa saatavan 
luotettavia mittaustuloksia geometrisen ajattelun kehittymisestä, jos samansisältöinen 
geometrian testi toistettiin lyhyellä aikavälillä. Lähtötasotestillä pyrittiin kartoitta-
maan oppilaiden tiedollisia eroja geometrian taidoissa ja siten saamaan tietoja myös 
kertauksen tarpeesta. Geometrian testi, joka suoritettiin projektityön lopussa, oli 
määrittämässä oppilaiden geometrisen ajattelun kehitystasoa van Hielen teoriaan 
perustuvalla mittauksella. Taulukko 4 havainnollistaa Laatoitusprojektin laajentu-
neita mahdollisuuksia vuodesta 2003 vuoteen 2006 oppituntien määrän lisääntyessä. 
Laatoitusprojektin perusrakenne on säilynyt samana, mutta geometrisen tiedon 
kertaukseen ja oppisisältöjen syventämiseen on voitu paneutua enemmän. Näillä 
seikoilla on ollut oma merkityksensä geometrisen tiedon oppimista ja geometrisen 
ajattelun kehitystä tarkasteltaessa. Projektin luovuutta korostava vaihe, jossa oppilaat 
toteuttivat oman laattatyönsä, jäi Laatoitusprojekti II:ssa kaikkein vähäisimmäksi. 
Minulle tutkija-opettajana tuo ”luovuusvaihe” merkitsi koko projektityön huipen-
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nusta, mikä näyttäytyi myös oppilaiden vapautuneessa innostuksessa. Taulukossa 4 
näkyy Laatoitusprojektin kehittyminen toimintatutkimuksen vaiheissa.
TAULUKKO 4. Laatoitusprojektin toteuttaminen eri tutkimusvuosina.
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Laatoitusprojektin teoreettinen oppimiskäsitys perustui muun muassa vuorovai-
kutteisuuteen ja toiminnallisuuteen. Sosiaalisen konstruktivismin lähtökohtana on 
tiedon sosiaalinen konstruointi. Oppiminen sisältää Tynjälän (2000, 39) mukaan 
sosiaalisen, vuorovaikutuksellisen ja yhteistoiminnallisen prosessin. Näiden piirteiden 
ilmeneminen korostui vuonna 2006 toteutetussa Laatoitusprojektissa. 
7.4. Laatoitusprojekti 2006
Laatoitusprojektin oppisisältö laajeni vuonna 2006 koskemaan koko kuudennen 
luokan geometriajakson. Tähän ratkaisuun päädyimme luokan oman opettajan 
kanssa, koska käsiteltävät asiat niveltyivät joustavasti toisiinsa. Projektityö rakentui 
”Matikkamatka 6” -oppikirjan pohjalle. Oppikirjassa määriteltiin geometriajakson 
tavoitteiksi kerrata tasokuvioita ja kappaleita, kulmien piirtämistä ja mittaamista, 
peilausta suoran ja pisteen suhteen sekä vastaavat symmetrialajit. Oppimistavoitteita 
olivat vieruskulman, ristikulman ja keskuskulman käsitteet, ympyrän ominaisuudet, 
kappaleiden särmä, tahko ja kärkipiste sekä kuvioiden pinta-aloja ja kappaleiden 
tilavuuksia sekä mittakaavan sovelluksia ja ongelmanratkaisua koskevat tehtävät. 
Pääosin näiden voidaan todeta olleen myös Laatoitusprojektin oppisisältöä. Samoin 
koulun oma opetussuunnitelma kattoi tuon kokonaisuuden. 
Laatoitusprojekti käsitti siten erilaisen matematiikan oppimisympäristön, jossa 
tuettiin oppilaiden kehitystason mukaista ajattelun suuntaa konkreettisesta abst-
raktiin. Opetuksessa käytettiin hyväksi toimintamateriaaleja ja oppilasaktiviteetteja. 
Aikaa projektityölle voitiin tämän suunnitelman seurauksena saada kolmen viikon 
periodissa kaksoistunnit huomioiden kaikkiaan lähes 30 tuntia. Koska projektityö 
integroitiin kuvataiteeseen ja osin äidinkieleenkin, muutos tavanomaiseen työjär-
jestykseen oli mahdollinen. Tällä kertaa kukin oppilas ratkaisi yksilöllisesti asetetut 
tehtävät, mutta työskentelyssä kannustettiin vuorovaikutteisuuteen. Jokaisena päivänä 
annettiin kotitehtäviä oppikirjan kyseiseltä alueelta ja niitä tarkasteltiin seuraavan 
tunnin alussa. Seuraavaksi esittelen vuoden 2006 Laatoitusprojektin tarkan kuva-
uksen tuntisuunnitelmien, valokuvatallenteiden ja opettajan arviointien perusteella.
1.–2. TUNTI 
ti 02.05.06 
13.00–15.00 
AIHE
Geometrian lähtötasotesti (tehtävät 1–10).
Testi suoritetaan samanaikaisesti ryhmissä 6A (N=18 oppi-
lasta) ja 6B (N=17 oppilasta) opettajien valvonnassa.
Opintojakson sisällön esittely ja tavoitteet.
Suorien ja janojen piirtäminen geokolmiolla.
Geometrian peruskäsitteet piste, jana ja suora.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
testimoniste (LIITE 2)
kynä, kumi, geokolmio
Matikkamatka 6
matematiikan vihko
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Kuvaus tunneista: 
”Lähtötasotesti sujui ongelmitta ja oli sisällöltään sama kuin 2005. Tehtävät 11-15 
oli jätetty pois, koska niiden ei ajateltu riittävällä laajuudella antavan tietoa geomet-
risestä osaamisesta. Aikaa testin suorittamiseen oli varattu 45 minuuttia ja se riitti 
kaikille. Toisen tunnin alussa keskusteltiin tulevan projektityöskentelyjakson sisällöstä 
ja tavoitteista. Oppilaat olivat tulleet tutkijalle tutuiksi jo edellisenä vuonna, eikä 
kukaan osoittanut haluttomuutta osallistua samankaltaiseen oppimisympäristöön. 
Integrointi muihin oppiaineisiin tapahtui Laatoitusprojektin ehdoilla. Projektityön 
huipennuksena seuraavaan kuvataideteosten näyttelyyn päätettiin kutsua paikallis-
lehden edustaja. Oppilaat olivat myöntyväisiä oppituntien digitaaliseen kuvaukseen 
ja videointiin. Lopuksi aloitettiin Matikkamatka 6:n mukainen geometriajakso, jota 
sovittiin toteutettavan toiminnallisesti, ongelmalähtöisesti ja oppilaskeskeisesti. 
Peruskäsitteet olivat edelleen hakemisessa. Tehtäviä tehtiin kuitenkin ahkerasti ja 
luokassa vallitsi myönteinen ilmapiiri” (Korkatti 2006). 
3.–4. TUNTI 
ke
03.05.06 
13.00–15.00 
AIHE
Kulman mittaaminen.
Kulmien luokittelua ja piirtämistä.
Geometriset kuviot leikataan ja nimetään. 
Mitataan kulmien astelukuja ja sivujen pituuksia.  
Tarkastellaan kuvioiden ominaisuuksia.
Luokitellaan annetun kuviosarjan perusteella 
kolmioita  kulmien ja sivujen mukaan.
Määritellään yhteistoiminnallisesti taululla 
olevat eriväriset  monikulmiot sekä tarkemmin 
säännölliset monikulmiot niiden ominaisuuksien 
mukaan.
Pohditaan säännöllisyyden merkitystä monikul-
miosarjan avulla. 
Kuvia Laatoitusprojektin alusta ja 
lopusta
Kuvaus tunneista:
”Oppilaat tuottivat mielellään omia monikulmioita. Isoihin säännöllisiin moni-
kulmioihin opettaja antoi kuviopohjan. Käsitteitä tarkennettiin kunkin kuvatessa 
omaa tuotostaan. Kinesteettisyys oppimisympäristössä näyttää piristävän oppilaita” 
(Korkatti 2006). 
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5.–6. TUNTI 
to
04.05.06 
12.00–14.00 
AIHE
Määritellään vieruskulma ja ristikulma.
Tauluesimerkkien avulla täsmennetään niiden suu-
ruuksia laskennallisin esimerkein. Jaetaan kullekin 
oppilaalle kolmiolaatta, jonka sivujen pituudet ja 
kulmien suuruus tarkastetaan. Tutkitaan luokassa 
erilaisia pintakuvioita ja piirretään niitä ruutupohjalle. 
Keskustellaan pinnan peittämisestä. Ratkaistaan 
tesseloivia muotoja koskeva piirtämistehtävä monis-
teesta. Tarkastellaan piirtoheittimellä tessellaatioita 
Määritellään jaksollinen laatoitus. 
Kerrataan tasasivuisen kolmion määritelmä.
Ongelma 1: Voidaanko tasopinta peittää aukotto-
masti ja ilman päällekkäisyyttä yhtenevillä tasasivui-
sen kolmion muotoisilla laatoilla?
Määritellään erilaisia nelikulmioita.
Kerrataan neliön määritelmä.
Ongelma 2: Voidaanko tasopinta peittää neliön 
muotoisilla laatoilla aukottomasti ja ilman päällek-
käisyyttä?
Oppilaslähtöisesti tutkitaan piirtoheittimellä peruste-
luja ratkaisuille. 
Kuvia tunneilta
Kuvaus tunneista: 
”Tehtävien 1 ja 2 ratkaisua varten oppilaat saivat omat muoviset mallilaatat käyttöön-
sä. Käsiteoppiminen vahvistuu, kun taulutyöskentelyn yhteydessä oppilaskohtaisesti 
tarkastellaan kulmien ominaisuuksia. Kuudesluokkalaiset ovat tottuneet olemaan 
rohkeasti esillä, eikä pieniä virheitä huomioida. Käsitteet varmennetaan kuiten-
kin oikein määritellyiksi. Piirtoheittimellä suoritettu laatoitusongelman ratkaisu 
sujui joustavasti. Perustana oli todistaa, että kuvioiden kohdatessa kärkipisteisiin 
muodostuu täysikulma, joka takaa täyden peiton. Tarkentavia kysymyksiä esitettiin 
tilanteen mukaan. Esiintymisvuoroja pyrittiin jakamaan tasapuolisesti ja opettaja 
osoitti kannustavia kohteliaisuuksia suoritusten jälkeen. Oppilailla on alusta asti oma 
työskentelytahti” (Korkatti 2006). 
7.–8.
TUNTI 
pe
05.05.06 
12.00–14.00 
AIHE 
Tutkitaan monikulmioiden kulmien summaa.
Kerrataan säännöllisen viisikulmion määritelmä.
Taululla olevaan taulukkoon etsitään yhdessä  
täydennystä laskemalla kunkin monikulmion sivut, 
kulmat ja kulmien summat.
Ongelma 3: Voiko tasopinnan peittää aukottomasti 
ja ilman päällekkäisyyttä säännöllisen viisikulmion 
muotoisilla laatoilla?
Kuva
ongelman ratkaisusta
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Kuvaus tunneista: 
”Säännöllinen viisikulmio oli monikulmioista ongelmallisin. Vuotta aiemmin 
toteutetusta Laatoitusprojektista huolimatta tehtävän 3 suorittaminen aiheutti 
keskittymisongelmia ja monenlaista päänvaivaa. Oppilaat yrittivät tosissaan saada 
laattoja asettumaan vierekkäin ilman aukkoja. Työparikohtaisissa tarkasteluissa op-
pilas perusteli ajatteluaan seuraavasti: ”Nämä kulmat on vain semmoisia, että niistä 
ei tule 360 astetta”. Toinen työpari totesi: ”Tästä ei tule ollenkaan peittoa. Väliin jää 
koloja tai pitäis panna päällekkäin”. Kolmannella työparilla apu ongelmaan löydettiin 
liimaamalla pieniä kolmioita ”aukkojen” kohdalle. Pinta peittyi, mutta kysymyksessä 
ei enää ollut jaksollinen laatoitus yhdensuuntaisin siirroin” (Korkatti 2006).
9.–10.
TUNTI 
ti
09.05.06 
13.00–15.00 
AIHE
Tutkitaan monikulmioiden lävistäjiä. 
Kerrataan säännöllisen kuusikulmion määritelmä.
Ongelma 4: Voidaanko tasopinta peittää aukotto-
masti ja ilman päällekkäisyyttä säännöllisen kuusikul-
mion muotoisilla laatoilla?
Kerrataan säännöllisen kahdeksankulmion mää-
ritelmä.
Ongelma 5: Voidaanko tasopinta peittää aukotto-
masti ja ilman päällekkäisyyttä käyttämällä säännölli-
sen kahdeksankulmion muotoisia laattoja?
Kuvia ongelmien ratkaisuista
Kuvaus tunneista:
”Laatoitus säännöllisellä kuusikulmiolla sujuu vaivatta. Oppilaat pyrkivät töissään 
selkeästi visuaalisesti tasapainoisiin tuotoksiin. Säännöllinen kahdeksankulmio 
puolestaan aiheuttaa useita kokeiluja laattojen sijoittelussa ennen liimausta. Vaikka 
pinnan peittäminen piti olla aukotonta, lähes kaikki valmistivat työn pienten neli-
ön muotoisten aukkojen kera. Osa oppilaista ”täytti” nämä aukot sopivan väriseksi 
katsomallaan kartongilla. Ratkaisujen perusteluissa todettiin mm: ”Ei ne peitä, kun 
niitten välissä on rako (=neliö)”. Tunnin lopussa opettaja piti pienen testin säännöllisiä 
monikulmioita koskevasta tietämyksestä” (Korkatti 2006). 
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11.–12.
TUNTI 
ke
10.05.06 
13.00–15.00 
AIHE
Kerrataan säännölliset monikulmiot ja niiden 
ominaisuudet.
Tarkastellaan vieruskulmia ja ristikulmia.
Tutkitaan keskuskulmia. 
Määritellään mielivaltainen kolmio.
Ongelma 6: Voidaanko tasopinta peittää aukot-
tomasti ja ilman päällekkäisyyttä käyttämällä 
mielivaltaisen kolmion muotoista laattaa?
Kuva tunneilta
Kuvaus tunneista: 
”Koska ylimääräinen testi säännöllisistä monikulmioista meni heikosti, aihetta tar-
kasteltiin vielä uudelleen. Mielivaltaisen kolmion käsite aiheutti yhteistä pohdintaa. 
Valinnassa suljettiin pois tasasivuinen kolmio. Yhdessä tarkasteltiin oppilaiden va-
litsemia kuvioita, jotta töissä olisi mahdollisimman paljon erilaisuutta. Ratkaisujensa 
perustelussa oppilaat käyttivät piirtoheittimelle aseteltuja värikalvokuvioita. Saman-
kohtaiset kulmat merkittiin samoin värein. Oppilaat saivat aikaa ajatella ratkaisua 
ja esittää omia näkemyksiään. Tällainen pohdinta oli vaativaa ja saattoi hämmentää 
joitakin oppilaita” (Korkatti 2006). 
13.–14.
TUNTI 
to
11.05.06 
12.00–14.00 
AIHE
Määritellään mielivaltainen nelikulmio
Ongelma 7: Voidaanko tasopinta peittää aukot-
tomasti ja ilman päällekkäisyyttä mielivaltaisen 
nelikulmion muotoisilla laatoilla?
Kuva tunneilta
Kuvaus tunneista: 
”Pohdittaessa mielivaltaisen nelikulmion käsitettä oppilaat ymmärsivät nyt jättää 
neliön pois tarkastelusta. Valintoja tutkittiin taas yhdessä ja arvioitiin, mitkä kuvioista 
olisivat mahdollisimman erilaisia. Ratkaisujen perustelu noudatti edellisen ongelman 
menettelytapaa. Oppilaissa oli havaittavissa hienoista väsymystä. Projektityöskentely 
oli edennyt jo puoleenväliin, joten väsymys oli ymmärrettävää. Vaihtelua haettiin 
oppikirjan sovellustehtävistä” (Korkatti 2006).
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15.–16.
TUNTI 
pe
12.05.06 
12.00–14.00 
AIHE
Tutkitaan kappaleita.
Yhteistoiminnallisesti suoritetaan kolmiulot-
teisten kappaleiden kokoaminen, piirtämi-
nen, niiden ominaisuuksien nimeäminen,  
luokittelu ja tarkastelu.
Oppilaille jaetaan avaruuskappalepiirroksia 
sisältävät kartongit, joista kappaleet leikataan 
ja kootaan. 
Tutkitaan kuution taittelua ruutu-piirroksista.
Kuvia tunneilta
Kuvaus tunneista:
 ”Avaruuden hahmottamistehtävät tarjosivat tervetullutta haastetta. Oppilaat mo-
tivoituivat uudelleen projektityöskentelyyn ja olivat erinomaisen iloisia saadessaan 
erilaisia kappaleita valmiiksi. Kuutioiden etsiminen ruutukuvioista innosti kokeile-
maan kaikkia vaihtoehtoja, vaikka työstäminen oli pientä näpertelyä. Ruutujen väritys 
toi töihin omaperäisyyttä” (Korkatti 2006).
17.–18.
TUNTI 
ti
16.05.06 
13.00–15.00 
AIHE
Kappaleiden työstäminen jatkuu… 
Peilauksia suoran ja pisteen suhteen.
Symmetria.
Kuva tunneilta
Kuvaus tunneista: 
”Kaikki oppilastyöt asetettiin näytteille ja yhdessä ihailimme värien ja muotojen 
kirjoa. Viimeisiä opintojaksoa koskevia oppikirjan asioita käsiteltiin oppilaslähtöisesti 
taulutyöskentelyn avulla” (Korkatti 2006). 
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19.–20.
TUNTI 
ke
17.05.06 
13.00–15.00 
AIHE
Tutustutaan kahteen eri tapaan toteuttaa oma  
kuvataideteos laatoittamalla:
1. Siirtomuuntelumenetelmä
2. Rotaatiomenetelmä
Lopputyö: Suunnittele oma logolaatta siirto-
muuntelumenetelmän avulla ja laatoita sillä 
tasopinta aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä.
Kuvia tunneilta
Kuvaus tunneista: 
”Oppilaat olivat hyvin huolellisia oman laatan suunnittelussa. Useita eri versioita 
yritettiin luonnostella, mutta lopulliset muodot hahmottuivat vasta tarkan muuntelun 
kautta. Syntyneitä kuvioita tarkasteltiin työstämisen kannalta. Liian monimutkaiset 
muodot voivat olla ongelmallisia koko työn onnistumisen kannalta. Kun ”paras” 
vaihtoehto on löytynyt, voi laatoituskin alkaa” (Korkatti 2006).
21. –22.
TUNTI 
to18.05.06 
12.00–14.00 
13.00–14.00 
AIHE
Oma laatoitustyö jatkuu…
Valmiit työt asetetaan nimellä varustettuna käytä-
välle tai luokan seinille.
Töiden arviointi
Keskustelua projektityöskentelystä.
Kuvia tunneilta
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Kuvaus tunneista:
”Oman värin löytäminen eri vaihtoehdoista aiheutti pohdintaa. Kehystäminen vaati 
myös kokeiluja, jotta lopputulos olisi kunkin taiteilijan omaperäinen ratkaisu. Huolel-
linen suunnittelu takaa parhaan lopputuloksen. Arviointia ajatellen opintojaksolla saa-
tiin valmiiden töiden kautta erinomainen tilaisuus oppilaan yksilölliseen arviointiin, 
ryhmän arviointiin sekä ryhmän sisäiseen itse- ja vertaisarviointiin” (Korkatti 2006).
23. –25.
TUNTI 
pe 19.05.06 
09.00–10.00 
12.00–14.00 
AIHE
Geometrian testi: Haapaveden yläaste 7A–F, 8B, 8D, 9C ja 9F
Kertausta opintojaksosta.
Oppilaiden itsearviointi.
Geometrian testi: Hyttikallion koulun 5A, 5B, 6A ja 6B
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste (LIITE 1)
kynä, kumi, geokolmio
Itsearviointilomake  
(LIITE 4)
Kuvaus tutkijan näkökulmasta: 
”Osallistuin yläasteella seitsemännen luokan geometrian testin valvontaan, koska 
oppilaat koottiin eri ryhmistä. Oman toimen osalta oli jo aiemmin sovittu työjär-
jestyksen muuttamisesta projektityön viimeisenä päivänä. Tuon päivän aikana sain 
haltuuni kaiken vuoden 2006 kenttätyövaiheeseen liittyvän testiaineiston. Kotona 
työhuoneessani olevien oppilasaineistojen paperipino kasvoi entisestään; laskennalli-
nen lopputulos 1856 kpl A4-arkkia. Helpotus oli huomattava, kun ymmärsin voivani 
jatkossa keskittyä koulupäivien aikana päätoimeni hoitamiseen” (Korkatti 2006). 
Laatoitusprojekti-oppimisympäristöä kehitettiin tukemaan geometrian oppimista 
perinteisestä poikkeavista lähtökohdista. Opetuksessa korostui havainnollistaminen, 
konkretisoiminen ja arkielämän ongelmien ratkaisu. Projektin aikana työskennel-
tiin konkreettisen oppimateriaalin kanssa, joten oppimisympäristössä vallitsi toi-
minnallisuuden ilmapiiri. Asetettujen ongelmien yhteisessä pohdinnassa tarjoutui 
mahdollisuus sosiaalisten vuorovaikutustaitojen kehittämiseen. Yhdessä oppimisessa 
annettiin tilaa myös oppilaille, joilla oli matematiikan oppimisvaikeuksia. Opetuksen 
integroinnilla kuvataiteeseen pyrittiin rohkaisemaan oppilaita omaperäiseen tuot-
tamiseen ja luovuuteen, mitä ei yleensä yhdistetä koulumatematiikkaan. Projektiin 
osallistui useampia maahanmuuttajataustaisia oppilaita. Lisäksi oppilaiden joukossa 
oli hyvinkin erilaisia oppilaita, joiden tukemiseen tässä oppimisympäristössä tarjoutui 
runsaasti mahdollisuuksia. 
Kenttätyön päätyttyä toukokuussa 2006 käsiteltävänäni oli runsas tutkimusaineisto, 
joka oli organisoitava helposti käyttöön saatavaksi (tutkimuspäiväkirja, tuntihavainto-
lomakkeet, tuntimuistiinpanot, video- ja digikuvamateriaali, lähtötasotestilomakkeet, 
geometrian testilomakkeet sekä oppilaskyselyt). Kenttätutkimusvaihe tuotti vuosina 
2003, 2005 ja 2006 runsaasti kuvamateriaalia. Digitaalikameralla otettuja valokuvia 
kertyi kaikkiaan noin 300 kappaletta. Videotallenteita kertyi vuodelta 2005 ja 2006 
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yhteensä noin 120 minuuttia. Tämän aineiston analysoiminen auttoi minua tutkija-
opettajana kriittiseen kehittämispyrkimykseen. Tutkimukseen eri vuosina osallistuneet 
opettajat antoivat arvokasta palautetta monissa yhteisissä keskustelutilaisuuksissa. 
Koulutyön tulkinnoissa totuudet ovat aina osittaisia, sitoutuneita ja epätäydellisiä. 
Tutkijan refleksiivisyys voi taata laadun. Kenttämuistiinpanoissa refleksiivisyys voi 
tarkoittaa sitä, että tutkija tarkastelee muistiinpanojaan kriittisesti, analysoiden mil-
laisten olettamusten, käsitysten ja uskomusten varassa on ollut liikkeellä. (Lappalainen 
ym. 2007.) Tuohon näkemykseen perustuen pyrin kenttätyössäni oman toiminnan 
kriittiseen ja rakentavaan reflektointiin. 
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8 Tutkimustulokset
Tässä luvussa tarkastelen tutkimukseni tuloksia. Tavoitteena on selvittää, löytyykö tut-
kimusaineistosta uutta tietoa ja sellaisia havaintoja, joiden perusteella tämä tutkimus 
tuo uusia mahdollisuuksia geometrian ja tesselaatioiden opettamiseen. Pyrin myös 
löytämään aineistosta nousevat ilmiöt ja havainnot, jotka ovat johdonmukaisia tai jopa 
ristiriitaisia suhteessa teoreettiseen viitekehykseen. Luvussa 8.1 kuvaan oppilaiden 
geometrista ajattelua eri tutkimusvuosina. Esitän tulokset ensimmäiseen tutkimus-
kysymykseen tarkastelemalla ensin 5.-6.-luokkalaisten geometrisen tietämyksen 
lähtötasoa testitulosten perusteella. Seuraavaksi vastaan toiseen tutkimuskysymykseen 
5.-9.-luokkalaisten geometrisen ajattelun kehityksestä. Tarkastelen näitä tuloksia van 
Hielen tasojen jakaumaan perustuen ja vertailen niitä tutkimusvuosina 2005 ja 2006. 
Päähuomion kohdennan kuvioiden tunnistamiseen oppilaiden ikäkauden huomioon 
ottaen. Selvitän geometrian testin tuloksia kokonaispistemäärien perusteella, koska 
ymmärrän tässä tutkimuksessa käytetyn geometrian testin kokonaisuudessaan antavan 
tietoa oppilaan geometristen käsitteiden omaksumisesta ja näin myös geometrisesta 
ajattelusta. Seuraavaksi tarkastelen kolmanteen tutkimuskysymykseen liittyen geo-
metrian testissä suoriutumisen yhteyttä matematiikan ja kuvataiteen kouluarvosa-
naan. Luvun lopussa kokoan oppilaiden geometrisen ajattelun kehitystarkastelun. 
Luvussa 8.2 vastaan neljänteen ja viidenteen tutkimuskysymykseen kuvailemalla 
oppimisympäristön arviointia sekä oppilaiden että opettajien näkökulmasta ja esitän 
tapausesimerkkeinä Laatoitusprojektiin osallistuneita erilaisia oppijoita. 
8.1  Oppilaiden geometrisen ajattelun kuvaus  
vuosina 2005 ja 2006
Tässä luvussa tarkastelen kaikkien tähän tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden 
geometristen käsitteiden omaksumista ja van Hielen teorian mukaista geometrista 
ajattelua molempina tutkimusvuosina. Geometrian testi toimi tärkeimpänä geomet-
risen ajattelun kuvauksen lähteenä, joten se on myös tämän luvun keskiössä. Vuonna 
2005 että 2006 saatiin varsin kattava selvitys Laatoitusprojektissa mukana olleiden 
oppilaiden geometristen taitojen lähtötasosta. Aluksi tarkastelen lähtötasotestin 
tuottaman tutkimusaineiston tilastollisen analyysin tuloksia. Analysoinnin perustana 
oli luottamus siihen, että summamuuttujaan perustuva konstruktio mittaa riittävästi 
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tuota ominaisuutta. Lähtötasotestin lopulliseen tarkasteluun otettiin luvussa 6.3.1 
mainituin perustein molempina vuosina vain tehtävät 1-10.
8.1.1 Geometrisen tietämyksen lähtötaso 5.–6.-luokkien oppilailla
Keväällä 2005 Laatoitusprojektiin osallistui Hyttikallion koulun luokat 5A ja 6B. 
Projekti käynnistyi lähtötasomittauksella, johon osallistuivat edellä mainittujen 
luokkien lisäksi luokat 5B ja 6A. Näin saatiin mahdollisimman laaja näkemys kum-
mankin luokkatason oppilaiden matemaattisesta tietämyksestä. Lopullisessa analyy-
sissä tarkasteltiin vain lähtötasotestin tehtäviä 1–10, koska ne antoivat tutkimuksen 
kannalta samansisältöistä informaatiota oppilaiden osaamisesta vuosina 2005 ja 
2006. Osa oppilaista lähti testistä aikaisemmin, ehtiäkseen saksan kielen ryhmään. 
Tällä ei arvioni mukaan ollut niin suurta merkitystä, että sitä olisi tarvinnut erikseen 
huomioida tulosten kannalta. Taulukoissa 5 ja 6 esitetään lähtötasotestin tulokset 
luokittain tutkimusvuosina 2005 ja 2006. On huomattava, että kaikki oppilaat eivät 
olleet koetilanteessa läsnä. Edelleen tarkastelun perusteena on Laatoitusprojektiin 
osallistuminen. Nämä luokat 5A ja 6B on ilmoitettu tässä tarkastelussa lihavoiduin 
fontein. 
 
TAULUKKO 5. Oppilaiden lähtötasotestin tulokset 2005 
Luokka Oppilaita (N) Minimi Maksimi Keskiarvo Keskihajonta
5 A 17 17,00 85,00 66,82 18,93
5 B 16 23,00 84,00 50,56 19,75
6 A 19 31,00 84,00 60,16 16,33
6 B 16 32,00 82,00 66,44 15,74
Tulosten perusteella 2005 lähtötasotestiin osallistuneista luokista 5A ylsi parhaim-
paan keskiarvoon (66,82). Kyseinen luokka oli 16,26 yksikköä parempi keskiarvoltaan 
kuin rinnakkaisluokka 5B. Toinen projektiin osallistunut luokka 6B saavutti lähes 
saman keskiarvon (66,44). Keskihajonta 5A-luokalla oli suurempi, joka johtunee 
muutamasta alisuoriutujasta. Oppilaiden geometrisen osaamisen lähtötasoa voidaan 
pitää riittävänä ja samankaltaisena Laatoitusprojektin oppisisällön osalta, eikä tulosten 
perusteella ollut tarpeen suorittaa ylimääräistä kertausta ennen projektityön aloit-
tamista. Tutkimusvuonna 2006 sama lähtötasotesti toistettiin kuudesluokkalaisten 
keskuudessa. Laatoitusprojektiin osallistunut luokka 6A, joka edellisenä vuonna oli 
parhain, pysytteli nyt rinnakkaisluokan 6B tietotasossa. Keskiarvoissa ei ollut enää 
eroa kuin 0,36 yksikköä. Taulukko 6 esittää kuudesluokkalaisten tulokset vuonna 2006.
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TAULUKKO 6. Oppilaiden lähtötasotestin tulokset 2006
Luokka Oppilaita (N) Minimi Maksimi Keskiarvo Keskihajonta
6 A 17 21,00 87,00 67,00 17,30
6 B 14 12,00 85,00 67,36 21,56
Tutkimusvuonna 2006 lähtötasotesti antaa lähes samantasoisen tuloksen oppilai-
den geometrian taidoista. Projektiin osallistuneen 6A luokan osaamisen taso nousi 
vuoden aikana vain 0,18 yksikköä. Taitojen harjaantuminen iän ja oppimisen osalta 
näyttäytyy taulukossa 7 kaikkien viidesluokkalaisten tulosten paranemisessa vuo-
desta 2005 vuoteen 2006, keskiarvon noustessa 8,22 yksikköä. Edelleen vuosiluokan 
vaikutus on havaittavissa 2005 verrattaessa kaikkien viides- ja kuudesluokkalaisten 
testisuoritusten eroa (4,09 yksikköä).
TAULUKKO 7. Oppilaiden kehitys lähtötasotestin tulosten perusteella
Vuosi Luokka Oppilaita (N) Minimi Maksimi Keskiarvo Keskihajonta
2005 5 A + 5 B 33 17,00 85,00 58,94 20,74
2005 6 A + 6 B 35 31,00 84,00 63,03 16,14
2006 6 A + 6 B 31 12,00 87,00 67,16 19,00
Lähtötasotestin tulosten tarkastelussa oli havaittavissa myös se, kuinka esimer-
kiksi matemaattisesti lahjakkaiden oppilaiden poissaolo merkitsee koko luokan 
tulokseen. Kaikki tarkastelut tehtiin kuitenkin luokkakohtaisesti. Lähtötasotestin 
sisällön voidaan tehtävien rajaamisen jälkeen ajatella mittaavan juuri geometrian 
kouluoppimista, joten nämä tulokset ilmentävät enemmänkin laskuteknistä osaamista 
ja perusgeometrian hallintaa.
8.1.2  van Hielen tasot geometrisen ajattelun kuvaajina
Seuraavaksi tarkastellaan kaikkien geometrian testiin osallistuneiden oppilaiden 
sijoittumista van Hielen kehitystasoille luokka-asteesta riippumatta. Kriteeristö luo-
kitukselle esitettiin luvussa 6.4. ja lähtökohtana oli oletus, että tasot ovat hierarkkisia 
ja että alemman tason tehtävät hallitaan ylemmälle siirryttäessä. On huomattava, 
että luokitus ei perustu koko testin suorituspistemäärään, vaan kriteerit tasoille 
on laadittu tehtävien sisällön perusteella. Tällä seulonnalla varmistettiin, että kukin 
oppilas sijoittuisi omaa kehitystään vastaavalle tasolle tuloksia koottaessa. Oppilaiden 
jakautuminen van Hielen tasoille vuosina 2005 ja 2006 noudatti taulukossa 8 esi-
tettyä jakaumaa; prosenttiosuuksin (%) ja suluissa olevien oppilasmäärin ilmaistuna. 
Kaikkien tutkimushenkilöiden määrä on merkitty symbolilla N.
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TAULUKKO 8. Oppilaiden jakautuminen van Hielen tasoille vuosina 2005 ja 2006
Van Hielen kehitystaso vuosina
2005 ja 2006 N=kaikki tutkimus-
henkilöt
vH0 %-osuus 
(n=oppilaiden 
lkm)
vH1 %-osuus 
(n=oppilaiden 
lkm)
vH2 %-osuus 
(n=oppilaiden 
lkm)
vH3 %-osuus 
(n=oppilaiden 
lkm)
2005 N=198 19 % (n=38) 42 % (n=84) 24 % (n=48) 14 % (n=28)
2006 N=183 13 % (n=23) 51 % (n=93) 22 % (n=40) 15 % (n=27)
Taulukon 8 perusteella voidaan todeta tutkimushenkilöiden osalta huomattavin 
siirtymä alimmalta tasolta van Hielen tasolle 1 vuosien 2005 ja 2006 vertailussa. Ta-
sojen vH2 ja vH3 osalta muutos on vaikea selittää eksplisiittisesti. Tuloksen voidaan 
kuitenkin tulkita vahvistavan van Hielen kehitysteorian perusteella 5.–9.-luokka-
laisten geometrisen ajattelun konkreettisuutta ja visuaaliseen havainnointiin painot-
tumista. Oppilas osaa yleisimmät geometriset käsitteet ja päättelee ne suurelta osin 
näköhavaintojensa perusteella. Ajattelun kokonaisvaltaisuudesta johtuen kuvioiden 
yksityiskohdat jäävät huomioimatta. Tämän tutkimuksen tulos tukee myös aikaisem-
pien monikulmioihin perustuvien van Hielen tasomittaus -tutkimusten arvioita, joissa 
11-16-vuotiaiden oppilaiden geometrinen ajattelu kohdentuu pääasiassa tasoille 1, 
2 ja 3. (Burger & Shaughnessy 1986; Crowley 1987; Feza & Webb 2005; Fuys ym. 
1988; Gutierrez & Jaime 1998; Gutierrez ym. 1991; Halat 2006, 2007; Jaime & 
Gutiérrez 1994; Putten ym. 2010; Silfverberg 1986, 1999; Usiskin 1982; de Villiers 
2010.) Kaikista oppilaista keskimäärin puolet sijoittui molempina tutkimusvuosina 
van Hielen tunnistamisen tasolle vH1, joten tätä tasoa pidetään seuraavien kolmen 
kehitystarkastelun lähtökohtana.
1) Tasokuvioiden tunnistaminen 
Oppilaskohtaiset pisteet koottiin havaintomatriisiin käyttäen testissä G1 sarakemuut-
tujina eri tasokuvioiden visuaaliseen tunnistamiseen perustuvia tehtävien osioita. Näin 
tarkasteltiin erikseen kaikki kuvioluokat visuaalisen tunnistamisen tasolla. Lähtökoh-
tana van Hielen tason 1 mittauksessa oli kuvion kokonaisvaltainen tunnistaminen 
hahmon varassa. Oppilaalta edellytettiin tyypillisen kuvion edustajan tunnistamista 
ja nimeämistä. Tunnistamisen kriteeristö tarkennettiin huomioimalla hierarkiaa sisäl-
tävät tehtävät. Tunnistamisen tason keskeisin ajattelun piirre on kokonaisvaltaisuus. 
Tämän tason mittaus edellytti oppilaalta kykyä yksinkertaiseen kuvion tunnistami-
seen. Näistä lähtökohdista johtuen van Hielen tunnistamisen tason 1 saavuttaminen 
ei edellyttänyt kuvioiden hierarkian ymmärtämistä, vaan se määriteltiin kuuluvan van 
Hielen 3. tasolle. Tavanomaisten kuvioiden tunnistamisen jakautumista tarkastellaan 
taulukossa 9 eri tutkimusvuosien yhteydessä prosentuaalisiin oppilasmääriin perustuen 
seuraavasti: lähtökohtana on testiosion G1 peruskuvioiden tunnistaminen tehtävissä 
1–4 ilman hierarkiavaatimusta.
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TAULUKKO 9. Oppilaiden jakautuminen tavanomaisten kuvioiden tunnistamisessa
Vuosi
N=oppilasmäärä
Neliöt
(max. 2 p)
%-osuus
Suorakulmiot
(max. 4 p)
%-osuus
Suunnikkaat
(max. 4 p)
%-osuus
Kolmiot
(max. 3 p)
%-osuus
2005 N=198 75 % 44 % 36 % 58 %
2006 N=183 81 % 49 % 42 % 61 %
Taulukon 9 perusteella parhaiten tunnistettiin molempina vuosina neliöt. Hei-
koimmin tunnistettiin suunnikkaat. Kehittymistä kuvioiden tunnistamisessa voidaan 
kuitenkin tulkita tapahtuneen, mikä ilmenee prosentuaalisten osuuksien kasvuna 
vuodesta 2005 vuoteen 2006. Tulokset koskevat ainoastaan G1-osion tehtäviä 1–4. 
2) Kuvioiden ominaisuuksien tunnistaminen
Analysoinnin tasolla tunnusomainen piirre ajattelussa on kyky eritellä kuvioiden 
ominaisuuksia. Tämän tutkimuksen analysoivan tarkastelutavan mittaus perustui 
annettujen ominaisuuksien oikeellisuuden arviointiin. Kuvioiden ominaisuudet osio 
laadittiin mittaamaan van Hielen kehitystasoa 2, jolla oppilas osaa verrata kuvio-
joukkoja toisiinsa niiden erityisominaisuuksien perusteella. Oppilaille ei kerrottu, 
että oikeita vastausvaihtoehtoja voi olla useampia. Tehtävien vähyydestä johtuen 
voitiin analysointivaiheessa todeta, ettei kriteeri van Hielen tason 2 saavuttamisesta 
voi täysin täyttyä, vaan tälle tasolle katsottiin kuuluvan vielä osiosta G1 tehtävä 6. 
Oppilaiden jakautumista kuvioiden ominaisuuksien tunnistamisen tasolla voidaan 
tarkastella taulukossa 10 prosentuaalisesti osion G1 kolmiotehtävien 6 osalta eril-
lisinä suorituksina.
TAULUKKO 10. Oppilaiden jakautuminen kuvioiden ominaisuuksien tunnistamisessa
Vuosi
N=oppilasmäärä
Tasakylkinen
kolmio (max.4 p)
%-osuus
Teräväkulmainen
kolmio (max. 5p)
%-osuus
Tylppäkulmainen
kolmio (max. 2p)
%-osuus
2005 N=198 47 % 62 % 32 %
2006 N=183 68 % 59 % 24 %
Taulukon 10 perusteella voidaan todeta, että teräväkulmaisia kolmioita koskevat 
ominaisuudet hallittiin koko testin osalta vuonna 2005 parhaiten. Teräväkulmaiset 
kolmiot edustavat lähtökohtaa geometrian kuvioiden perusopetuksessa. Prosentuaa-
listen muutosten voidaan tulkita osoittavan tasakylkisten kolmioiden ominaisuuksien 
ymmärtämisessä kehitystä. Tasakylkisen kolmion määrittelyssä on erityispiirteitä, 
jotka edellyttävät sivujen ja kulmien tarkempaa huomioimista. Testaus ei kuitenkaan 
paljasta, tekeekö oppilas konkreetteja yksittäistarkasteluja vaiko todellisia yleistyksiä. 
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3) Hierarkia kuvioiden tunnistamisessa
Järjestämisen tasolla ajattelun tunnuspiirteenä on kyky suhteuttaa ominaisuuksia 
keskenään sekä määritellä käsite. Viimeinen testiosio oli laadittu aikaisempien 
tutkimusten pohjalta mittaamaan geometrisen ajattelun tasoa 3 van Hielen malliin 
tukeutuen, jolloin oppilaalta edellytetään kuvioiden hierarkian hahmottamista. 
Tässäkin osiossa oppilaita saattoi hämmentää vastausvaihtoehtojen määrä. Lähtö-
olettamuksena oli ajatus, että kuvion määrittelykyvyn testaamisessa suljettu, tark-
kaan harkittu vaihtoehtojen valinta on luotettavin testaustapa. Koska tehtävässä ei 
mainittu, että oikeita ratkaisuja voi olla useampia, saattoi oppilailla olla juuri tästä 
syystä epävarmuutta valinnoissaan. Osion tehtävä 3 oli laadittu tarkoituksella mit-
taamaan oppilaiden kykyä abstraktiin yleistykseen. Analysoitaessa testisuorituksia 
nelikulmioiden hierarkian tunnistamisessa osion G1 tehtävien 3 ja 4 sekä tehtävien 
5 b) ja d) sekä 6 a), 6 b) ja 6 d) erillisinä suorituksina, saatiin taulukon 11 mukainen 
oppilaiden prosentuaalinen jakauma, jossa tarkastellaan tehtävää siis eri näkökulmasta 
kuin vH3-tasomäärityksessä. Vaatimuksena oli virheetön suoritus.
TAULUKKO 11. Kolmioiden ja nelikulmioiden hierarkian tunnistaminen 
Vuosi
N=Oppilasmäärä
Suorakulmiot
G1 Tehtävä 3
max. 5 p
%-osuus
Suunnikkaat
G1 Tehtävä 4
max. 6 p
%-osuus
Suorakulmiot
ja suunnikkaat
G1 Tehtävä 5 b) ja 
d) max 8 p
%-osuus
Kolmiot
G1 Tehtävä
6 a), b) ja d)
max. 12 p
%-osuus
2005 N= 198 44 % 33 % 19 % 0,5 %
2006 N= 183 45 % 31 % 17 % 2 %
Taulukon 11 mukaisesti molempina vuosina lähes puolet oppilaista tunnisti neliön 
suorakulmioksi. Neliön ja suorakulmion suunnikkaiden joukosta ymmärsi samalla 
suunnikkaiksi molempina vuosina noin kolmannes oppilaista. Suorakulmioiden ja 
suunnikkaiden tunnistaminen laajemmasta kuviojoukosta G1 tehtävässä 5 tuotti 
paljon enemmän vaikeuksia, sillä virheettömien vastausten osuus jäi molempina vuo-
sina alle viidenneksen koko oppilasjoukosta. Kolmioiden hierarkian tunnistaminen 
laajemmasta kuviojoukosta G1 tehtävässä 6 antoi heikoimman tuloksen vuonna 2005 
(0,5 %) eikä vuoden 2006 tuloskaan muuttunut paljoa paremmaksi (2 %).
Tarkastelussa kiinnitettiin eniten huomiota tasoluokituksen ääripäihin van Hie-
len tasoihin 0 ja 3. Kaikkien tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden sijoittuminen 
van Hielen geometrisen ajattelun kehitystasoille myötäilevät Silfverbergin (1999) 
saamia tuloksia perusopetuksen yläkoulun oppilailla. Silfverberg käytti luokitukses-
saan välitasoa 1-2, joten tämän tutkimuksen tulokset eivät ole niihin eksplisiittisesti 
vertailtavissa. Tähän tutkimukseen osallistui lisäksi perusopetuksen alakoululta vii-
des- ja kuudesluokkalaisia, joita oli molempina tutkimusvuosina noin 35 % kaikista 
osallistujista. 
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8.1.3  Geometrian testisuoritusten seuranta ja vertailu 
kokonaispistemäärien perusteella
Geometrian testin suoritti vuonna 2005 yhteensä 198 oppilasta ja vuonna 2006 yh-
teensä 183 oppilasta. Koska kaikki oppilaat eivät voineet osallistua testiin molempina 
tutkimusvuosina, on relevantimpaa tarkastella tässä yhteydessä vain luokkia 5A 2005, 
5B 2005, 6A 2005, 6B 2005, 7B 2005, 7D 2005, 8C 2005 ja 8F 2005. Tutkimusvuonna 
2006 ryhmät olivat vuosiluokkaa ylemmällä tasolla. Suoritan kaikki kehitysvertailut 
molemmissa testeissä mukana olleiden oppilaiden kesken, jolloin tarkasteltavia tut-
kimushenkilöitä oli 147. Testi pisteytettiin luvussa 6.3.2 esitetyn perusteella. Osiosta 
G2 jätettiin kokonaisarvioinnin ulkopuolelle tasopinnanpeittämistä koskeva tehtävä 
5, koska sen ajateltiin olevan ymmärrettävämpi tehtävänantona projektityöhön osal-
listuneille oppilaille. Suoritusten vertailua varten määrättiin osioista summamuuttujat, 
joiden avulla oppilaskohtaisia kokonaispistemääriä oli luotettavampaa vertailla. Testissä 
oli mahdollista saada näiden tarkennusten jälkeen enimmillään 100 pistettä. Geomet-
rian testin minimipistemääräksi saatiin 2005 24 pistettä ja maksimipistemääräksi 85 
pistettä, kun vastaavat luvut olivat vuonna 2006 22 pistettä ja 88 pistettä. Taulukossa 
12 esitetään geometrian testin tulokset vuosina 2005 ja 2006.
TAULUKKO 12. Geometrian testiin molempina vuosina osallistuneiden oppilaiden tulokset 
Oppilasmäärä N=147 Vuosi 2005 Vuosi 2006
Keskiarvo 53,92 55,91
Keskihajonta 15,01 14,53
Minimi pistemäärä 24 22
Maksimi pistemäärä 85 88
Kaikkien näiden oppilaiden joukossa voidaan todeta 2006 testien maksimipiste-
määrän hieman kasvaneen. Keskiarvo kasvoi myös 1,99 yksikköä. Tämän tuloksen 
perusteella näiden oppilaiden geometrisen ajattelun tasossa on tapahtunut suuntaa 
antavaa muutosta. Aiheutuuko tämä iän, kehityksen vai oppimisen johdosta, jää 
tämän selvityksen ulkopuolelle. On vielä todettava, että osalla oppilaista voi tunnis-
taa suoriutumispaineiden, kielivaikeuksien ja toisaalta motivaation puutteen olleen 
osasyynä testissä suoriutumisen heikkenemiseen. 
Seuraava tarkastelu kohdentuu kaikkiin geometrian testiin osallistuneisiin oppi-
laisiin. Geometrian testien 2005 ja 2006 välistä yhteyttä kuvaa riippuvuusanalyysistä 
saatu Pearsonin korrelaatiokertoimen arvo (r = 0,824). Arvon perusteella yhteyden 
voidaan todeta olevan voimakas ja tuloksen tilastollisesti erittäin merkitsevä (p = 
0,000). Tilastollisen päättelyn osana suoritettiin hypoteesien testaus, jonka tarkoitus 
oli selvittää kahden tunnusluvun erotuksen todellisuutta, siis tässä tutkimuksessa 
vuosien 2005 ja 2006 testin keskiarvojen eroa. Ennen testausta päätetään ottaa 5 % 
sattuman riski vastahypoteesin hyväksymiseksi. Merkitsevyystaso eli riskitaso (engl. 
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significance) ilmoittaa, kuinka suuri riski on, että saatu riippuvuus johtuu sattumasta. 
(Heikkilä 1999, 185.) Testin oletusten mukaan erotusmuuttujan täytyy noudattaa 
normaalijakaumaa. Ristiintaulukoinnin jälkeen saadaan luokiteltujen suorituspiste-
määrien jakautumisen perusteella vuosien 2006 ja 2005 geometrian testien erotuksen 
frekvenssijakauma, jonka voidaan tulkita noudattavan normaalijakaumaa. Näin t-
testi on mahdollista suorittaa päättelyä varten. Suuntamattomassa t-testissä saatiin 
seuraava tulos (ks. LIITE 8). 
Geometrian testien suorituspistemäärien erotuksen (GE2006-GE2005) keski-
arvo= 1,82323, keskihajonta=8,80901, sekä 95 % luottamusvälin alaraja=0,38721 ja 
yläraja=3,25905. Oppilailla on tapahtunut tilastollisesti melkein merkitsevä muutos 
geometrian testin suorituspistemäärien perusteella (p = 0,013). Erotuksen keskiarvo 
on positiivinen, joten muutos tapahtunut ajattelua edistävästi. Tulos kertoo osaltaan 
oppilaiden iän, yleisen kehityksen ja kouluoppimisen vaikutuksesta.
Tarkastelen seuraavaksi luokkakohtaisia eroja geometrian testissä suorituspiste-
määrien keskiarvojen perusteella (ks. Taulukko 13). Perusteena on luottamus siihen, 
että konstruktio kuvaa kokonaisuudessaan oppilaan geometristen käsitteiden omak-
sumista ja geometrista ajattelua. 
TAULUKKO 13. Luokkien väliset erot geometrian testissä 2005 keskiarvojen perusteella
 Luokka
 (N=opp. 
 lkm.)
Vuosi 2005 
5A
(N=17)
5B
(N=16)
6A
(N=20)
6B
(N=16)
7B
(N=21)
7D
(N=24)
8C
(N=19)
8F
(N=24)
9D
(N=19)
9G
(N=22)
Keskiarvo 61,12 38,50 53,60 62,44 41,19 64,96 44,00 61,63 43,00 67,73
Keskihajonta 8,95 10,07 11,68 14,65 11,13 7,99 12,81 13,80 12,82 9,86
Minimipisteet 36 24 33 34 26 53 26 37 19 52
Maksimipisteet 78 64 69 79 63 82 70 85 65 85
 
Geometrian testin tuloksissa 2005 voidaan havaita Laatoitusprojektiin osallistu-
neilla luokilla 5A ja 6B vertaisluokkia paremmat tulokset. Todetaan, että Luma-luokat 
7D, 8F ja 9G saivat vuonna 2005 yläkoulussa vertaisryhmiä paremmat testitulokset. 
Parhaimman tuloksen 2005 sai Luma-luokka 9G. Tässä yhteydessä on hyvä todeta 
myös Luma-luokkien oppilaiden matemaattinen suuntautuneisuus, mikä vahvistaa 
jo esitutkimuksenkin perusteella sitä seikkaa, että matematiikan koulumenestys on 
yhteydessä geometrian testissä suoriutumiseen. Taulukossa 14 tarkastellaan geomet-
rian testin tuloksia 2006.
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TAULUKKO 14. Luokkien väliset erot geometrian testissä 2006 keskiarvojen perusteella
 Luokka
 (N=opp. 
 lkm.)
2006
5A
(N=16)
5B
(N=14)
6A
(N=16)
6B
(N=14)
7A
(N=20)
7B
(N=15)
8B
(N=20)
8D
(N=21)
9C
(N=18)
9F
(N=23)
Keskiarvo 36,00 36,43 62,31 53,79 56,55 62,60 42,15 61,62 43,22 64,52
Keskihajonta 9,68 8,64 9,31 10,17 14,48 12,88 9,29 10,76 13,46 14,08
Minimipisteet 25 21 44 31 28 39 29 45 22 39
Maksimipisteet 64 50 78 69 77 81 56 80 70 88
Geometrian testin tuloksissa 2006 voidaan havaita Laatoitusprojektiin osallistu-
neella 6A-luokalla vertaisluokkaa paremmat tulokset. Samoin todetaan edellisvuoden 
Laatoitusprojektiryhmän 7B ja Luma-luokkien 8D ja 9F vertaisluokkia paremmat 
testitulokset. Parhaimman tuloksen 2006 sai Luma-luokka 9F. Lopuksi esitän vielä 
kehitysvertailussa molempien tutkimusvuosien geometrian testin keskiarvot taulu-
kossa 15.
TAULUKKO 15. Molempien tutkimusvuosien geometrian testin kehitysvertailu
Luokka
Vuosi 5A(6A) 5B(6B) 6A(7A) 6B(7B) 7B(8B) 7D(8D) 8C(9C) 8F(9F)
2005 61,12 38,50 53,60 62,44 41,19 64,96 44,00 61,63
2006 62,31 53,79 56,55 62,60 42,15 61,62 43,22 64,52
Taulukon 15 perusteella voidaan todeta tulosten parantuneen kaikilla muilla 
ryhmillä paitsi 7 D ja 8 C. Laatoitusprojektiin osallistuneet luokat pysyivät testisuo-
rituksissaan molempina vuosina Luma- luokkien tuntumassa. 
Tutkimuksen teoreettinen viitekehys sisältää olettamuksen, että käytettävällä ope-
tusmenetelmällä on vaikutusta geometrisen ajattelun kehittymiseen, toisin sanoen 
tässä tutkimuksessa geometrian testissä menestymiseen. Nollahypoteesina oletettiin, 
että projektissa työskentely ei vaikuta geometrian testisuoritukseen, toisin sanoen eri 
tutkimusvuosien testituloksessa ei ole eroa. Vastahypoteesiksi asetettiin väittämä, että 
Laatoitusprojekti-oppimisympäristö vaikuttaa testimenestykseen, eli vuosien 2005 
ja 2006 testituloksen ero on todellinen. Seuraavassa esitetään Laatoitusprojektiin 
osallistuneiden oppilaiden geometrian testien keskiarvojen muutosten t-testi (ks. 
LIITE 9). Suorituspistemääriin perustuvat muutokset eivät olleet tilastollisesti 
merkitseviä (p=0,310), joten vaikutus geometrian testien välillä tämän tulkinnan 
mukaan on ollut vähäistä. 
Kuten luvussa 8.1.3 mainittiin Geometrian testin osiosta G2 jätettiin tehtävä 5 pois 
testitulosten kokonaisarvioinnissa. Kyseisessä tehtävässä tutkittiin tason peittämistä 
säännöllisillä monikulmioilla. Tarkastelen kuitenkin erikseen, miten kaikki oppilaat 
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selvittivät laatoitusongelmaa geometrian testin yhteydessä. Vastauksessa vaadittiin 
van Hielen tason 2 edellyttämää täsmällistä ja virheetöntä perustelua. Tehtävä osoit-
tautui vaativaksi juuri verbaalisuutensa johdosta. Taulukossa 16 kuvataan kaikkien 
vastaajien ymmärrystä laatoitustehtävässä.
TAULUKKO 16. Laatoitustehtävän G2 (5) ratkaisuprosentit kaikkien vastaajien osalta
Vuosi
N=oppilasmäärä
Laatoitus
tasas. kolmiolla
%-osuus
(n=oppilaiden lkm)
Laatoitus
säänn.viisikulmiolla 
%-osuus
(n=oppilaiden lkm)
Laatoitus
säänn.kuusikulmiolla 
%-osuus
(n=oppilaiden lkm)
2005 N=198 7,07 % (n=14) 5,05 % (n=10) 6,57 % (n=13)
2006 N=183 9,29 % (n=17) 7,65 % (n=14) 9,29% (n=17)
Tuloksista voi päätellä  laatoitusongelman ratkaisuissa kehittyvää ymmärrystä.
Tehtävänantoa täsmennettiin 2006 ja tuolloin saatiin taulukossa 17 kuvattuja luok-
kakohtaisia tuloksia. Laatoitusprojektiin 2005 osallistunut luokka 6B (7B 2006) 
ymmärsi parhaiten laatoitustehtävän. 
TAULUKKO 17. Laatoitustehtävän G2 (5) ratkaisuprosentteja 2006
Luokka (2006)
N=oppilasmäärä
Laatoitus
tasasivuisella kolmiolla
%-osuus
(n=oppilaiden lkm)
Laatoitus
säännöllisellä  
viisikulmiolla
%-osuus
(n=oppilaiden lkm)
Laatoitus
säännöllisellä  
kuusikulmiolla
%-osuus
(n=oppilaiden lkm)
6A N=16 12,50 % (n=2) - 12,50 % (n=2)
7B N=15 13,33 % (n=2) 26,67 % (n=4) 13,33 % (n=2)
8D N=21 4,76 % (n=1) 4,76 % (n=1) 4,76 % (n=1)
9F N=23 43,48 % (n=10) 34,70 % (n=8) 39,13 % (n=9)
Laatoitusongelman muuntaminen sanalliseen muotoon osoittautui vaikeaksi 
tehtäväksi oppilaiden ajattelun konkreettisuudesta johtuen. Oppilaiden analysoin-
titaito olisi edellyttänyt kuvioiden ominaisuuksien täsmällistä kuvailua sekä niiden 
konstruointia kuvan avulla. Tuloksissa on havaittavissa Luma-luokan 9F menesty-
minen. Vaikka oppilaat eivät osallistuneetkaan projektityöskentelyyn, saattoi heidän 
geometrisen ajattelun kehitystasonsa mahdollistaa tämän tehtävän suorittamisen sekä 
verbaalisen vastaamisen että piirtämisen osalta, jolloin he myös kykenivät muunta-
maan annetun sanallisen tiedon kuvaan. Kyseisen tehtävän vastaukset antoivat viitteitä 
geometristen käsitteiden väärinymmärryksestä joka luokka-asteella. Vastauksissa 
käytettiin termejä ”reunat”, ”laatikko”, ”ylä- ja alasivut”, ”laitasivut”, ”seinät” ja ”nurkka” 
kuvaamaan geometrisia tasokuvioita tai niiden osia. 
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8.1.4  Geometrian testisuorituksen ja matematiikan sekä kuvataiteen 
kouluarvosanan yhteys
Tutkimuksessani halusin selvittää myös oppilaan matematiikan ja kuvataiteen kou-
luarvosanan ja geometrian testissä suoriutumisen välistä yhteyttä. Tätä tarkoitusta 
varten tilastoitiin yläkoulun oppilaiden päättöarvosanat matematiikan ja kuvatai-
teen osalta vuosina 2005 ja 2006. Yksilöllistä matematiikan oppimäärää suorittanut 
oppilas (8C) jätettiin arvostelun ulkopuolelle. Kuvataide on valinnainen oppiaine 
8.- ja 9.-luokkalaisilla, mikä näkyy oppilasmäärässä (N=64) ja edelleen tuloksissa. 
Lisäksi kaikki oppilaat eivät olleet merkinneet nimeään, joten arvosanatkin jäivät 
analyysin ulkopuolelle. Lopullinen analysointi suoritettiin kuitenkin vain vuoden 
2005 todistusarvosanojen ja geometrian testin osalta, koska näin eliminoitiin tois-
tovaikutus. Mahdollista yhteyttä tarkasteltiin Pearsonin korrelaatiokertoimen avulla. 
Riippuvuustarkastelu tuotti taulukossa 18 esitetyn tuloksen.
TAULUKKO 18. Geometriatestin korrelaatio matematiikan sekä kuvataiteen kouluarvosa-
naan 
 Vuosi 2005
Pearsonin
korrelaatiokerroin
Tilastollinen merkitsevyys
(2-tailed)
Oppilasmäärä
N
 Matematiikan arvosana 0,742 0,000 64
Kuvataiteen arvosana 0,306 0,014 64
Tuloksen perusteella voidaan todeta tilastollisesti erittäin merkitsevä yhteys 
(r=0,742**; p=0,000) matematiikan kouluarvosanan ja geometrian testissä menesty-
misen välillä. Tämä tulos vahvistaa myös Luma-luokkien oppilaiden asemaa kaikkien 
testiin osallistuneiden joukossa. Kuvataiteen arvosanalla on tilastollisesti merkitsevä 
yhteys (r=0,306*; p=0,014) testimenestykseen. Tämä voidaan tulkita merkiksi geo-
metrian oppiaineen luovuutta tukevasta luonteesta.
8.1.5  Geometrisen ajattelun kehittyminen Laatoitusprojektin 
viitekehyksessä
Tässä tutkimuksessa oltiin kiinnostuneita ilmiöiden välisistä yhteyksistä. Tutkittiin 
teoreettisen viitekehyksen pohjalta laaditun oppimisympäristön ja oppimistulosten 
välistä yhteyttä. Yhteyksistä voidaan Karman ja Komulaisen (1990, 5) mukaan tehdä 
johtopäätöksiä, joiden perusteella on tietyin edellytyksin oletettavissa, että kyseessä on 
syy-yhteys. Tutkimuksen tarkoituksena oli kehittää uudentyyppistä toiminnallista ja 
ongelmalähtöistä geometrian oppimisympäristöä sekä tarkastella tuossa kontekstissa 
oppilaiden geometrisen ajattelun kehitystä van Hielen teoriaan nojautuen. 
Oppilaiden määrä Laatoitusprojekti-työskentelyssä oli koulun pitkälle suunnitel-
lusta arjesta johtuvista syistä pienehkö (2005 N=34 ja 2006 N=18). Laatoitusprojektiin 
käytettiin molempina vuosina aiemmin suunniteltu aika, joskin 2006 oppisisältö 
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laajennettiin koko geometriajakson käsittäväksi. Lähtötaso kaikkien viides- ja kuu-
desluokkalaisten osalta noudatti normaalia luokkatasolle kuuluvaa kehitystä, mikä 
voidaan todeta kuudesluokkalaisten paremmassa keskiarvossa (63,03/58,94) taulu-
kossa 7. Lähtötasotestin perusteella ei kuitenkaan voida tulkita projektityöskentelyn 
suotuisaa vaikutusta, minkä tutkijana tulkitsen pienen ryhmän ja alisuoriutujien 
yhteisvaikutuksena. Geometrian testissä menestymistä arvioitaessa tässä viiteke-
hyksessä ymmärrän sen mittaavan parhaimmillaan geometrisen tiedon omaksumista 
iän ja kouluoppimisen avulla. Tästä johtuen oli tarkoituksenmukaisempaa kuvailla 
geometrian testisuorituksia tuosta näkökulmasta. 
Geometrisen ajattelun kehittymistarkastelua varten laadin lisäksi oppilaskohtai-
sen matriisin, jossa jokainen projektityöskentelyyn molempina vuosina osallistunut 
oppilas sijoittui omalle van Hielen teorian mukaiselle geometrisen ajattelun kehitys 
tasolle. Lähtökohtana oletettiin, että edellisen tason tehtävät oli osattu kriteerien 
määräämällä tavalla (ks. Luku 6.4). Seuraavassa taulukossa 19 yhteenveto tuloksista 
Laatoitusprojektin viitekehyksessä.
TAULUKKO 19. Geometrisen ajattelun kehittyminen Laatoitusprojektin viitekehyksessä.
Vuosi/Luokka 
(N=oppilasmäärä)
van Hielen taso
vH0 (%-osuus)
van Hielen taso
vH1 (%-osuus)
van Hielen taso
vH2 (%-osuus)
2005 5A (N=17) 2 (11,76%) 15 (88,24%) 0 (0%)
2006 6A (N=17) 0 (0%) 15 (88,24%) 2 (11,76%)
Taulukon 19 perusteella voidaan osoittaa Laatoitusprojektiin osallistuneiden 
oppilaiden geometrisessa ajattelussa tapahtuneen kehittymistä. Vaikka siirtymä 
ylemmälle tasolle on vähäistä, voidaan tämän tuloksen tulkita osoittavan Laatoitus-
projektin vaikuttavuuden oppimisympäristönä. Tätä kehityksen suuntaa tarkasteltiin 
edellä luvussa 8.1.2 kaikkien tutkimushenkilöiden osalta van Hielen kehitystasoilla 
luvussa 6.4 määriteltyjen kriteerien avulla sekä luvussa 8.1.3 geometriatestin koko-
naispistemäärien perusteella. Tutkimuksen tulokset osoittavat ennen kaikkea van 
Hielen tasomittausten perusteella geometrisen ajattelun tason konkreettisuuden 
perusopetuksen 11-12-vuotiailla oppilailla. Samaan tulokseen ovat päätyneet useat 
tutkijat (ks. Crowley 1987; Feza & Webb 2005; Fuys ym. 1988; Gutierrez & Jaime 
1998; Gutierrez ym. 1991; Halat 2006, 2007; Jaime & Gutiérrez 1994; Putten ym. 
2010; Silfverberg 1986, 1999; Usiskin 1982; de Villiers 2010). Kehittymisen suunnan 
voidaan todeta noudattavan van Hielen teorian mukaista siirtymää visualisoinnin 
tasolta abstraktimpaan suuntaan eli analysointiin.
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8.2  Miten Laatoitusprojekti onnistui? 
Tässä luvussa tarkastelen tutkimukseni neljättä ja viidettä tehtävää, joissa esitän oppi-
laiden ja opettajien kokemuksia Laatoitusprojektissa työskentelystä eri tutkimusvuo-
sien aikana. Lisäksi kuvailen tarkemmin tapauskohtaisia esimerkkejä projektityöhön 
osallistuneista erilaisista oppijoista. Tämä perustuu kuvauksen kohteeseen liittyvänä 
valintana erityisopetusta kohtaan tuntemaani kiinnostukseen, eikä niinkään mene-
telmälliseen valintaan. (Stake 2000, 435; 2005, 443.) 
8.2.1  Oppilaiden käsityksiä integroidusta oppimisympäristöstä 
Tutkimusaineistoa oppilaiden käsityksistä projektityöskentelyssä saatiin esitutkimuk-
sessa oppilaille suunnatulla itsearviointilomakkeella (ks. LIITE 4). Laatoitusprojek-
tissa 2005 käytettiin kaksisivuista Likertin asteikkoon perustuvaa kyselylomaketta, 
jossa oli 32 eri kohtaa (ks. LIITE 3). Laatoitusprojektissa vuonna 2006 palattiin 
esitutkimuksen kyselylomakkeeseen, koska näin haluttiin varmistaa mahdollisimman 
monipuolinen aineisto (ks. LIITE 4). Ensimmäiseksi palaan lyhyesti esitutkimuksen 
tuloksiin (Korkatti 2004). Esitän oppilaiden kokemuksista tulokset prosenttiosuuksina 
kaikkien vastaajien ryhmässä.
Laatoitusprojektissa 2003 kuudesluokkalaisten itsearviointilomakkeiden vastaukset 
tarkastettiin tehtäväkohtaisella litteroinnilla. Oppilaiden kokemuksista nousivat esiin 
seuraavat asiat: Ennen projektityöskentelyä oppilaiden tietämys laatoituksesta oli 
puutteellista ja rajoittui lähinnä omaan arkitodellisuuteen, kuten kodin kylpyhuoneen 
kaakelointiin. Projektin lopussa suurin osa oppilaista totesi laatoitus-käsitteen tulleen 
ymmärretyksi toiminnan kautta (53 %). Samoin tasogeometrian kuviot koettiin 
tutumpina, kun niitä oli itse valmistettu (32 %). Ongelmalähtöinen opetus auttoi 
oppilaita keskustelemaan keskenään ja kyselemään erilaisista ratkaisuista (65 %). 
Yhteistoiminnallisuuteen yhdistyvän keskustelun opittavasta asiasta oppilaat kokivat 
hyvänä (88 %). Asetetut tehtävät tuottivat aluksi jonkin verran ongelmia ymmär-
tämisessä, mutta projektin edetessä oppilaat totesivat ymmärtämisen helpottuneen 
(71 %). Laatoitusprojektin kaltaista geometrian oppimisympäristöä pidettiin hyvänä 
opetusmenetelmänä ennen kaikkea sen erilaisuuden johdosta (88 %). Työskentely-
tavoista oli parin kanssa työskentely mieluisinta (58 %). Parasta oppilaiden mielestä 
oli oman laatan suunnittelu ja sillä laatoittaminen. Useat kokivat itse tuottamansa 
taideteoksen mieluisimpana ja eniten oppimisen iloa tuottavana. Useat oppilaat (53 
%) totesivat työskentelevänsä aikaisempaa huolellisemmin, jos projekti uusittaisiin. 
Tarkkuus ja huolellisuus olivatkin oppilasäänestyksessä menestyneiden töiden 
yhteinen tunnusmerkki. Kauniimpi lopputulos syntyi huolellisella työskentelyllä, 
jolloin peitettyyn pintaan ei omalla laatallakaan jäänyt aukkoja, vaan laatat asettuivat 
siististi omille paikoilleen. Geometrisen ajattelun kehittyminen tunnistettiin lähinnä 
aikaisemman tiedon parempana hallintana. 
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Seuraavaksi tarkastelen Laatoitusprojektin 2005 osalta 5A ja 6B luokan oppilaiden 
kokemuksia projektityöskentelystä. Oppilaiden käsitykset perustuivat Likertin astei-
kolla laadittuun kyselylomakkeeseen, jossa lähtökohtana oli kokemusten myönteisyys. 
Kysymykset kuvaavat oppimisympäristöä onnistumisen näkökulmasta, jota tulkittiin 
asteikon arvoilla 1–4. Arvon 4 valinnut oppilas oli täysin samaa mieltä väittämän 
kanssa. Analysoinnin osalta kokosin neljä summamuuttujaa yhdistelemällä kysymyk-
siä teemoittain olettaen näin mittaavani samaa ominaisuutta. Nämä teemat olivat:
• työskentelyilmapiiri (kysymykset 1-7, 22 ja 29)
• opetuksen onnistuminen (kysymykset 9, 11-18 ja 23-28)
• oppimisen onnistuminen (kysymykset 10 ja 19-21) ja
• erilaisen oppimisympäristön kokeminen (kysymykset 4, 8 ja 30-32).
Analyysissä saatiin luokkakohtaiset tulokset oppilaiden mielipiteen sijoittumisesta 
normaalijakaumaa noudattaen. Keskiarvolle sijoittuvat havainnot määrittivät yleisen 
mielipiteen. Tutkijana olin kiinnostunut oppilaiden myönteisestä asenteesta koulu-
työhön, mikä sekin on hyvin vallitseva piirre alakoululaisten keskuudessa. Tulkitsin 
yli keskiarvon menevien havaintojen mittaavan oppilaiden vahvaa motivaatiota. 
Koska oppilasmäärät ovat pieniä ja vastauksia oli poissa, ovat tulkinnatkin suuntaa 
antavia. Kuviossa 34 esitän kuvauksen oppilaiden kokemuksista vuoden 2005 Laa-
toitusprojektista.
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KUVIO 39. Luokkien 5A ja 6B kokemuksia Laatoitusprojektista 2005
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1) Työskentelyilmapiiri
Oppilaat kokivat itsensä tasavertaiseksi ryhmän jäsenenä. Sosiaalinen vuorovaikutus 
oli tärkeää ja kokemukset yhteistyötaidoista olivat hyviä (5A-luokkalaisista 55,6 % 
ja 6B-luokkalaisista 66,7 %). Molemmat ryhmät osoittivat yhteistoiminnallisen 
työskentelyn sopivan heille. Viidennen luokan ilmapiirissä oli kuitenkin havaittavissa 
enemmän levottomuutta, mikä selvästi heikensi työrauhaa.
2) Opetuksen onnistuminen
Opetuksessa huomioitiin oppilaiden yksilölliset taipumukset. Opettaja aktivoi ja 
kannusti oppilaita. Myös opettajan ja oppilaiden väliset suhteet sekä opetuksen 
pätevyys arvioitiin tässä teemassa (5A 44,4 % ja 6B 66,7 %). Kuudesluokkalaiset 
ovat perinteisesti kasvamassa kohti yläasteen teoreettisempaa opetusta. Tämä näkyi 
myös Laatoitusprojektin aikana siten, että osa oppilaista tahtoi toimia itsenäisemmin.
3) Oppimisen onnistuminen
Oppilaan onnistuminen ongelmien ratkaisussa ja ilon kokemukset projektityösken-
telyssä luonnehtivat oppimisessa onnistumista. Oppilaat kokivat kasvavaa innostusta 
uuteen oppisisältöön (5A 61,1 % ja 6B 73,3 %). Viidesluokkalaisten arviointikyky ei 
vielä riitä täysin punnitsemaan tiedollisesti omaa oppimistaan. Kuudesluokkalaisten 
oman oivalluskyvyn tuottama ilo oli selkeästi havainnoitavissa.
4) Erilaisen oppimisympäristön kokeminen
Yhteistyöhalua ja toiminnallisuutta pidettiin hyvänä kokemuksena erilaisessa ja mie-
lenkiintoisessa geometrian oppimisympäristössä, jossa lisäksi oppilaiden mielestä oli 
mukavaa (5A 66,7 % ja 6B 60,0 %). Kuvion 39 tulos kertoo oppilaiden kokemusten 
samankaltaisuudesta luokkatasosta riippumatta. Tämän summamuuttujiin perus-
tuvan tulkinnan mukaan Laatoitusprojektin kaltainen oppimisympäristö soveltuisi 
paremmin kuudesluokkalaisen toimintakyvylle.
Vuoden 2005 Laatoitusprojekti oli monessa mielessä ainutlaatuinen. Kahden eri 
luokkatason projektityöskentely samassa koulussa yhtä aikaa ja ilman oppikirjasidon-
naisuutta antaa tutkimuksessa muita oppimisympäristökokemuksia laaja-alaisemman 
näkökulman. Tästä johtuen tarkastelen vielä erillisinä itsearviointiin 2005 liittyviä 
kysymyksiä 10, 19 ja 32. Mielenkiintoni kohdistuu siihen, kokivatko oppilaat oppi-
misen iloa, joka onkin paras lähtökohta koulutyössä.(Aebli 1991, 305-324; Perkkilä 
2001, 112-115.) Seuraavissa kuvauksissa tarkastellaan vain kysymyksiin vastanneiden 
oppilaiden tuloksia. Taulukko 20 kuvailee oppilaiden onnistumisen kokemusta.
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TAULUKKO 20. Oppilaiden itsearviointia 2005: Kysymys 10. Projektin aikana oli helppo 
tuntea onnistuvansa
Vastaus
vaihtoehto
5A (N=18)
f
5A
%
6B (N=16)
f
6B
%
1 0 0 3 18,8
2 2 11,1 1 6,3
3 9 50,0 7 43,8
4 7 38,9 5 31,3
Vastauksista käy ilmi, että molemmissa ryhmissä onnistumisen kokemus oli ilmei-
nen, sillä yli puolet oppilaista vastasi olevansa täysin tai lähes samaa mieltä väittämän 
kanssa. Taulukossa 21 esitetään, kuinka oppilaat kuvailivat oppimisen iloaan. 
TAULUKKO 21. Oppilaiden itseisarviointia 2005: Kysymys 19. Oppiminen tuotti minulle iloa
Vastaus
vaihtoehto
5A (N=18)
f
5A
%
6B (N=15)
f
6B
%
1 0 0 0 0
2 2 11,1 2 13,3
3 7 38,9 12 80,0
4 9 50,0 1 6,7
Kuvauksen perusteella voi todeta viidesluokkalaisten olleen varmempia oppimi-
sen ilon tulkinnassa. Kuudesluokkalaisten asema alakoulun ”vanhimpina” oppilaina 
heikentää usein innokkuutta koulutyöhön kesälomaa lähestyttäessä. Tulkintani 
mukaan käyttäytymiseen voi ilmaantua jo murrosikään kuuluvaa haluttomuuttakin. 
Taulukossa 22 tarkastellaan lopuksi oppilaiden kokemuksia toiminnallisesta geo-
metrian opiskelusta.
TAULUKKO 22. Oppilaiden itsearviointia 2005: Kysymys 32. Geometrian opiskelu toiminnal-
lisesti oli hauskaa
Vastaus
vaihtoehto
5A (N=18)
f
5A
%
6B (N=15)
f
6B
%
1 0 0 0 0
2 1 5,6 3 20,0
3 5 27,8 4 26,7
4 12 66,7 8 53,3
Molemmilla luokilla oppilaat vastasivat tähän kysymykseen varmana siitä, että 
toiminnallisuus geometrian opiskelussa on hauska opetusmenetelmä. Koulun toistu-
vassa arjessa rutiineista poikkeaminen voi osoittautua hyväksi oppilaiden motivaation 
säilymisessä. (Kansanen & Uusikylä 2002.)
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Vuoden 2006 Laatoitusprojektin lopussa käytettiin samaa oppilaiden itsearvioin-
tilomaketta kuin esitutkimuksessa (ks. LIITE 4). Koska kysymykset olivat avoimia, 
olen analysoinut ne teemoittain pilkkomalla aineiston jatkossa tehtäviä tulkintoja 
varten. Pyrkimyksenäni oli kehittää itselleni ”teoreettiset silmälasit”, joiden läpi tar-
kastelin aineistoa (ks. Eskola & Suoranta 2005). Data analysoitiin tulkintakriittisellä 
kehyksellä tarkoituksena tuottaa teemoja aineistosta. Tämä prosessi sisälsi koodauksen 
sitä mukaa kun selvisi, miten teemat olivat yhteydessä kysymysten runkoon. Koodit 
merkittiin muistiin käsin sähköisiksi tekstitiedostoiksi ja lajiteltiin kategorioiksi 
käyttämällä Microsoft Excel -taulukkolaskentaohjelmaa. Aineistosta nousevat 
teemat esitettiin yksityiskohtaisesti tarkasteluun huomioiden luokkahavainnointi 
sekä tutkimuspäiväkirjan merkinnät. Vastauksista ilmeni, että Laatoitusprojekti tuki 
aiemmin opittuja geometrisia tietoja ja taitoja (78 %) sekä laatoituksen ideaa (22 %). 
Jenni: ”Opin tietämään vierus- ja ristikulmat ja opin että kaikki työt pitää 
tehdä huolellisesti.” 
Koska Laatoitusprojekti oli näillä oppilaille jo toinen kokemus, vastaukset ovat 
ymmärrettäviä. Opetukseen osallistuttiin oman kokemuksen mukaan aktiivisesti 
viittaamalla (83 %), ajatusten vaihtoon osallistuen (39 %) ja suuri osa oppilaista 
(78 %) vastasi kuunnelleensa aktiivisesti opetusta. 
Marjut: ”Viittasin kun osasin vastata, keskustelin tarvittaessa, kuuntelin asiat 
ja neuvot ja autoin niin hyvin kuin osasin.”
Työskentelytavoista parin kanssa työskentely koettiin hieman mieluisammaksi 
(50 %) kuin yksin tehty työ (39 %). Yksi oppilas koki työskentelyn yhtä hyvänä 
molemmilla tavoilla ja yksi kaikilla esitetyillä tavoilla.
Joni: ”Parin kanssa oli minun mielestä hauskempaa kuin yksin tai ryhmässä.”
Oppilaat ymmärsivät asetetut ongelmat ja annetut tehtävät oman kokemuksensa 
mukaan hyvin (78 %). Pientä epävarmuuttakin ilmeni, kuten esimerkiksi Niko tulkitsi: 
”Jonkinlaisesti.” Oppilaat kokivat tämän ”erilaisen” geometrian oppimisympäristön 
myönteisesti (100 %): mukavana, kivana, hauskana, hyvänä ja helppona. Yhtään 
kielteistä kommenttia ei esiintynyt.
Jonna: ”Oli tosi kivaa, kun sai itse valita värit ja oli muutenkin paljon mate-
riaalia. Taulutyöskentelykin oli ihan mukavaa.”
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Mieluisinta Laatoitusprojektin aikana olivat seuraavat asiat:
• toiminnallinen laatoittaminen (44 %)
• kolmiulotteisten kappaleiden ”rakentaminen” (28 %)
• oman logolaatan tuottaminen (22 %) ja
• muut nimeämättömät aiheet (6 %). 
Henna: ”Se, kun sai työskennellä oman laatan kanssa. Oma laatta oli tosi 
mukava suunnitella.”
Tämänkertainen kokemus Laatoitusprojektista oli näille oppilaille jo toinen. 
Seuraavaan projektiin he kehittäisivät omaa työskentelytapaansa ja toivoisivat lisää 
laatoitusaikaa. 
Eeli: ”Enemmän kolmiulotteisien muotojen esim. lieriöitten ja kartioitten tekoa.”
Suvi: ”Saisi tehdä isompia laatoitusmuotteja ja isommalle alustalle että siitä 
tulisi suuremman näköinen.”
Nämä oppilaiden tulkinnat vahvistavat ymmärrystäni siitä, että Laatoitusprojek-
tissa työskentelyssä turvallinen ja myönteinen ilmapiiri sekä tilanteiden todellisuus 
oppilaiden kokemusmaailmassa ovat merkittäviä tekijöitä oppimisympäristön 
onnistumisen kannalta. Ongelmalähtöisen oppimisympäristön on todettu olevan 
turvallinen ja kehittävän oppilaiden ajattelun taitoja. (Akinoglu & Tandogan 2007, 
73.) Maahanmuuttajataustaisten oppilaiden osalta kokemukset jäivät kirjaamatta. 
Tätä en tullut huomioineeksi. Monipuolinen tallennekokoelma projektityöskentelyn 
aikana ilmensi kuitenkin osallisuuden ja onnistumisen kokemuksia. Verratessa oppi-
lastöitä vuodelta 2005 ja 2006 on varsin selvää, että työskentelytapa oli kehittynyt. 
Työt vuodelta 2006 olivat huolellisemmin ja tarkemmin tehtyjä, sillä laatoitusideakin 
oli ymmärretty paremmin.
8.2.2  Opettajien arviointia opetuksen toteutuksesta  
Laatoitusprojektin aikana 
Tein luokkahuonehavainnointia kaikkien projektityövaiheiden aikana. Pidin tut-
kimuspäiväkirjaa, johon kirjasin ylös kokemuksia opetus- ja oppimisprosessista. 
Luotettavuuden näkökulmasta keskityn omissa tulkinnoissani viimeisimpään Laa-
toitusprojektityöskentelyyn vuodelta 2006. Opetus-oppimisprosessin seuraaminen 
videotallenteelta antaa sellaista tilannetietoa, johon kyseisellä oppitunnilla ei vält-
tämättä riitä havainnoinnin resurssit. Toisten opettajien tulkinnat koskevat heidän 
osallisuudessaan toteutettuja projektityövaiheita. Pohdittavina olivat oppimisympäris-
tön organisointi ja opetuksellisten tavoitteiden saavuttaminen. Lisäksi keskusteluissa 
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arvioitiin toiminnallisuuden, vuorovaikutteisuuden ja ongelmanratkaisukyvyn ilme-
nemistä, luokan ilmapiiriä, oppilaiden onnistumisen kokemuksia sekä integroinnin 
onnistumista. Näistä näkökulmista olen nitonut yhteen kuvauksen ”opettajan” silmin.
1) Oppimisympäristön organisointi vaati runsaasti aikaa, koska toteutus tapahtui 
päätoimipaikastani etäällä olevassa koulussa. Lisäksi tuli huomioida koulun muu toi-
minta ja yhteistyömahdollisuus kollegoiden kanssa. Koska enimmillään kolme viikkoa 
kestänyt projektityöskentely ei tuottanut mainittavia ongelmia käytännössä, voin 
todeta suunnittelun onnistuneen. Runsas mielenkiinto tutkimuksen kenttätyöjaksoon 
vaikutti suotuisasti. Oppilaille projektityöskentelyyn osallistuminen ei aiheuttanut 
liikkumisessa ongelmia, sillä työskentely toteutettiin omissa luokissa. Kaksoistunnit 
helpottivat osaltaan työhön valmistautumista, keskittymistä ja jälkien korjaamista. 
Kollegat ja koulun muu henkilökunta antoivat tutkimukselle täyden tukensa, joten 
kenttätyösssä koettiin ”yhteen hiileen puhaltamista”. Järjestely kehittyi vuosien var-
rella, vähentäen aiemmin ilmenneitä puutteita. Keskeisintä oli toimintamateriaalin, 
opetusvälineiden ja testiaineistojen oikea-aikainen hankinta. 
2) Opetuksellisia tavoitteita voitiin mitata muun muassa testisuoritusten perus-
teella. Olimme vuoden 2006 projektityöskentelyn yhteydessä opiskelleet ”Matikka-
matka 6”:n mukaisen geometriajakson, jonka tavoitteista opettajan näkökulmasta 
saavutettiin seuraavat taidot: avaruudellisten suhteiden käsittelytaito, taito tehdä 
luokitteluja muodon ja koon perusteella sekä taito tulkita ja esittää matemaattista 
tietoa suullisesti, kirjallisesti ja kuvin. Tärkeä opetukselle asetettu tavoite oli myös 
erilaisten oppijoiden osallisuuden vahvistaminen. Tämän toteutuminen ilmenee 
parhaiten luvussa 8.2.3.
3) Toiminnallisuuden ilmeneminen projektityöskentelyn aikana näyttäytyi video-
tallenteissa kaikkein selkeimmin. ”Luokkahuone toimi kuin työpajana”. Liikkuva kuva 
osoitti, kuinka toimintamateriaalin runsas käyttö teki oppimisprosessista mielekkään. 
Kun käsillä oli koko ajan tekemistä ja liikettäkin syntyi, muodostui hyvä ilmapiiri 
ymmärtävään oppimiseen. Jos oppilaalla oli omia ongelmia, osallisuus heikkeni. 
Tällaisissa tilanteissa oppilas näytti vetäytyvän omiin oloihinsa toimettomana. Usein 
löytyi ryhmästä oppilas, joka otti rohkaisijan ja kannustajan roolin. 
4) Vuorovaikutteisuuden toteutuminen ilmeni ongelmalähtöisyydessä ja ope-
tuskeskusteluissa. Keskustelu opettajan ja oppilaiden välillä merkitsi opetuksen 
ja oppimisprosessin jatkuvaa ja monipuolista reflektointia. Tällainen keskinäinen 
ratkaisu- tai ajattelumallien vaihto tarkoitti oppilaan yksilöllistä arviointia, ryhmän 
arviointia sekä ryhmän sisäistä itse- ja vertaisarviointia.
5) Ongelmanratkaisukyky kehittyi projektityön edetessä. Oppilaiden ratkaistessa 
Laatoitusprojektin pääongelmaa ja alaongelmia, voitiin selvästi todeta aikaisemmin 
opittujen ajattelumallien vaikutus. Mitä useamman laatoitusongelman oppilas oli 
ratkaissut, sitä kyvykkäämmin hän myöhemmin selvitti seuraavat ongelmat. On-
gelmanratkaisukyky perustuu hyvin suuressa määrin opituille ja tehtäväkohtaisille 
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ratkaisumalleille, joita voidaan yhdistää ratkaisun konstruointiprosesseissa uusiksi 
kokonaisuuksiksi. (Rauste-von Wright & von Wright 1994; Saariluoma 1995.) 
Ratkaisu- tai ajattelumallit ovat aiemmin nähtyjen, koettujen ja opittujen ratkaisujen 
pohjalta syntyneitä toimintakokonaisuuksia. Virheellinen tai puutteellinen hahmotta-
minen ratkaisumallin puuttuessa on tavallisimpia syitä kognitiivisiin ajatteluvirheisiin. 
(Saariluoma 1995.) Laatoitusprojekti edisti oppilaiden taitoja tunnistaa ja ratkaista 
ongelmia sekä taitoja analysoida omia ja toisten ongelmanratkaisustrategioita.
6) Luokan ilmapiiristä voitiin tutkimuspäiväkirjan ja videotallenteiden perusteella 
todeta oikeasuuntaista asennetta matematiikan opiskeluun. ”Ilo ja innostus oppimi-
sessa” oli kaikkien havaittavissa. Oppilaat toimivat hyvin sosiaalisesti ”erilaisuuden 
hyväksyen” ja toisten tarpeet huomioiden – ”kunnioituksen ilmapiirissä”. Tällä alueella 
oli tapahtunut varsin huomattavaa kehittymistä edelliseen Laatoitusprojektiin ver-
rattuna. Viidesluokkalaisten työskentelyssä voi vielä havaita lapsenomaisia piirteitä, 
kuten tönimistä, kiusoittelua, ujostelua kameran edessä ja niin edelleen. Opettaja 
toimi ohjaajana tasapuolisesti jokaisen oppilaan yksilölliset tarpeet huomioiden. Työn 
organisointi heijastui myös toiminnan joustavuuteen. Materiaali oli helposti käyttöön 
otettavissa ja välineet tarjolla silloin, kun niitä tarvittiin. Opettajien yhteistyötaidot 
linkittyivät joustavuuteen myös kiinteästi.
7) Oppilaiden onnistumisen kokemuksista ja integroinnin onnistumisesta 
kertoo parhaiten valmiiden töiden määrä ja laatu. Tesselaatioiden ratkaisujen tuot-
taminen kuvataiteellisiksi teoksiksi ilmensi selkeästi luovuuden merkitystä onnistu-
misen kokemuksissa. Kukin työ oli originelli, vaikka laattamuoto saattoi olla lähes 
samankaltainen. Omaperäisyys näkyi hyvin värivalinnoissa ja töiden kehystyksissä. 
Oppilaiden kasvoilta olikin luettavissa tietty ylpeys omasta aikaansaannoksesta. On-
nistumisen kokemus on paras tie oppimiseen. Toiminnallisessa oppimisympäristössä 
olikin kiitettävästi mahdollisuuksia toteuttaa itseään. Lopputyö kruunasi kaikkien 
yrittämisen, sillä ikioma taideteos julkiseen näyttelyyn asetettuna oli riemullista. 
Kuvatessamme kunkin ”taiteilijan” oman tesselaatiotyönsä äärellä ei hymyä puuttunut. 
Erilaiset oppijat huomioitiin koko projektin ajan ja tarvittaessa käynnistettiin tilannet-
ta korjaavia toimenpiteitä. Näitä olivat kielellinen tuki sekä toimintaan ohjaaminen ja 
kannustaminen. Hyvin suoriutuvat oppilaat saivat haastavia lisätehtäviä oppikirjasta 
ja tehtävämonisteesta. Osa heistä halusi auttaa ”hitaampia” luokkatovereita. Näissä 
tavoitteissa on tunnustettava epäonnistumisen kokemus siitä, että hitaimmat oppi-
laat jättivät joitakin töitään kesken, mikä heikensi heidän motivaatiotaan. Yllättävin 
tilanne kolmiviikkoisen projektityöskentelyn aikana oli vappurieha, jonka juhliminen 
näkyi pienoisena levottomuutena ja hilpeytenä. Opettajakaan ei voinut pidätellä 
hymyään, kun luokkaan astui yksi toisensa jälkeen mitä ihmeellisimmin varustautu-
neita laatoittajia ”ulkoavaruudesta”. Opettaja tekee koulutyötä omalla persoonallaan, 
joten tällainen ihmissuhdetyö on kaiken kaikkiaan suuri haaste ja ihmisenä kasvun 
mahdollisuus. Luvussa 10.4 pohdin vielä tätä aihetta. 
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Erityisopettajana kokemani haasteet auttoivat minua tarkastelemaan oppilaitakin 
osallisuuden näkökulmasta. Vain tiedostamalla erilaisuuden voidaan kullekin oppi-
jalle tarjota parhaimmat mahdolliset lähtökohdat kehittää itseään ja ajatteluaan. Eri 
kulttuuritaustasta tuleva maahanmuuttajaoppilas joutuu pohdiskelemaan erilaista 
matemaattista käsitteistöä. Haapaveden Hyttikallion koululla oli tarjota heille tukea 
oppilaan omalla äidinkielellä oppimistilanteissa. Toiminnallisuus osoittautui hyväksi 
ratkaisuksi erilaisten kulttuurisiltojen ylittämiseen. Laatoitusongelma selventää ma-
temaattisen ja geometrisen ajattelun olemusta, mikä sisältyy luovaan ja itsenäiseen 
suunnitteluprosessiin. Oppilaiden kehitys ilmeni selvästi työskentelytavassa. Vii-
desluokkalaiset tarvitsevat toistensa tukea ja työn jälki voi olla enemmän tarkkuutta 
vaativaa. Kuudesluokkalaiset ovat jo ”aikuistuneet” yksilöllisempiin työtapoihin ja 
ratkaisuihin. Kuvioissa 40–45 ilmenee, että käden jälkikin oli jo varmempaa. 
KUVIO 40. Ryhmätyötä (5A-lk.) 2005 KUVIO 41. Yksilötyötä (5A-lk.) 2005
KUVIO 42. Ryhmätyötä (6B-lk.) 2005 KUVIO 43. Yksilötyötä (6B-lk.) 2005
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KUVIO 44. Ryhmätyötä (6A-lk.) 2006 KUVIO 45. Yksilötyötä (6A-lk.) 2006 
Pohdin vielä joitakin keskeisiä teemoja, jotka ilmenivät oppituntien arvioinnin 
viitekehyksessä: 
1) Tekivätkö oppilaat kysymyksiä? Oppilaat olivat rohkeita tekemään kysymyksiä
opettajille ja toisilleen, kun tilanne vaati pohdiskelua. Nämä kysymykset avasivat 
yleensä rakentavia yhteisiä keskustelutuokioita, joissa oppilaat myös kommentoivat 
toistensa vastauksia. 
2) Miten oppilaiden vastaukset vaikuttivat toimintaani? Yleensä oppilaiden vas-
taukset herättivät opettajankin tarkastelemaan tilanteita eri näkökulmasta. Ajattelun 
tason yhteensovittaminen oli molemminpuolinen kehitysprosessi, jossa oli tunnis-
tettava toisen osapuolen näkökulma ja opettajana huomioitava oppilaiden ajatukset 
omassa toiminnassaan. Tutkija-opettajan näkökulmasta tärkeäksi kokemukseksi 
Laatoitusprojektissa työskentelyjaksojen aikana osoittautui yhdessä opiskelun ja 
oppimisen riemu. Sosiaalinen vuorovaikutus koko prosessin ajan avasi ymmärrystä 
geometrisiin käsitteisiin ja koko matematiikan ihanaan maailmaan.
8.2.3  Tapausesimerkkejä Laatoitusprojektin oppilaista
Tapausesimerkkinä tarkastelen erilaisia oppijoita, pseudonimiltään ”Sergeitä” ja 
”Mikkoa”. Erityinen mielenkiintoni heräsi heti projektityöskentelyn alussa heitä 
kohtaan. Tapaustutkimusta ohjaa tutkijan kiinnostus yksittäiseen tapaukseen, eikä se 
välttämättä ole menetelmällinen valinta, vaan pikemminkin tutkimuksen kohteeseen 
liittyvä valinta (Stake 2000, 435; 2005, 443). Tuossa ymmärryksessä tein ”erillisen 
tutkimusmatkan”. Näiden oppilaiden kuvausta varten tarkastelin uudestaan kaiken 
tallentamani videoaineiston, valokuvat ja päiväkirjamerkinnät. Erityispedagogiikan 
opiskelu ja laaja-alaisena erityisopettajana toimiminen tekivät minusta herkem-
män oppilaiden erilaisuuden kohtaamisessa. Sergei oli havaintojeni mukaan hyvin 
poissaoleva ja vältti työskentelyä. Hänellä on maahanmuuttajatausta ja hän vaikutti 
yksinäiseltä. Koulussa toimii Sergein kielikulttuurin edustajana erityisopettaja, jonka 
opetuksessa Sergei oli useiden projektituntienkin aikana. Viidennellä luokalla hänellä 
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todettiin matematiikan keskeisen oppiaineen kokeessa (MAKEKO) heikot matema-
tiikan taidot. Matematiikan oppimiseen liittyvät vaikeudet voivat ilmetä vaikeuksina 
matematiikan perusprosessien hallinnassa. On tarpeen selvittää myös lukemisen ja 
kirjoittamisen taidot sekä oppimiseen vaikuttavat kognitiiviset taidot. Matematiikan 
vaikeuteen voi liittyä muun muassa luki-tyyppistä vaikeutta, avaruudellisen hahmot-
tamisen pulmia tai tarkkaavuuden ja toiminnanohjauksen pulmia. Matematiikan 
opetuksessa on kielellisesti paljon sellaista ainesta, joka on haastavaa toisen kielen 
oppijalle. (Arvonen ym. 2010.) Matematiikan käsitteistö on hallittava opetuskielellä. 
Matemaattisen ajattelun rakentamista auttaa huomattavasti, jos opetuksessa käytetään 
konkreettisia välineitä puhutun kielen lisäksi. Lisäksi opetuksen, ohjeiden ja tehtävien 
ymmärtäminen pitäisi varmistaa hyvin monella tasolla, jotta jokainen oppija pääsee 
opetukseen kiinni. Ymmärsin matemaattisten aineiden opettajana, että käsitteistö 
tuotti Sergeille ongelmia. Perusopetuksessa on myös niitä oppilaita, jotka eivät ole 
opiskelleet matematiikan taitoja alusta asti suomalaisessa koulussa. Haasteena on 
yhdistää aikaisemmin opitut matematiikan taidot ja oma matemaattinen ajattelu 
uusiin koulutuksellisiin vaatimuksiin, joita ovat esimerkiksi uuden kielen omaksu-
minen, uudet käsitteet ja mahdollisesti uudenlaiset tavat merkitä laskuoperaatioita. 
(Arvonen ym. 2010.) Kyseisen projektin toteutuksen aikana en kyennyt perehtymään 
riittävän tarkasti Sergein taustaan. Lähtötasotestiin hän ei osallistunut, mutta geo-
metrian testitulos osoitti hänen kuvioiden tunnistamisen tason olevan hyvä. Sanallista 
tulkintaa vaativat tehtävät jäivät vaille vastauksia. Pyrin kuitenkin antamaan hänelle 
tukea käsitteiden omaksumisessa konkreettisen toiminnan kautta. Sergei osallistui 
Laatoitusprojektiin ”erillisenä”, mutta mielivaltaisen kolmion muotoisia laattoja hän 
innostui laatoittamaan ryhmässä. Avaruudellinen hahmottaminen perustui konk-
reettisesti rakennettujen kappaleiden tutkimiseen. Konkreettiset kappaleet auttoivat 
sittemmin kuvioiden osien tarkastelua todellisuudessa. Kolmiulotteisuus syvensi 
myös avaruudellista käsiteoppimista. Hahmottamisen vaikeus ilmenee usein liian 
abstraktin ajattelun yhteydessä. Itse tehdyn ja nähdyn ymmärtää. Tulkitsin Sergein 
kuitenkin hahmottavan geometriset tasokuviot parhaiten ”tekemällä” ne itse. Näistä 
malleista käsin hänen oli helpompi siirtyä nimeämään kuvioiden osia tarkemmin. 
Itselläni ei ollut valmiutta käyttää Sergein kanssa yhteistä kieltä, joten pulmia aihe-
utti esimerkiksi kappaleiden kokoaminen ilman opettajan ohjausta. (ks. Kuvio 46). 
Laatoitusprojektin huipentuessa luovaan toimintaan eli oman ”logolaatan” ideoin-
tiin ja sitä kautta kuvataiteelliseen ilmaisuun, huomioni kiinnittyi Sergein erittäin 
motivoituneeseen oppimisotteeseen. Kuviossa 47 ilmenee oppilaan keskittyminen 
juuri omaan tuotantoonsa.
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KUVIO 46. Pulmakohtia KUVIO 47. Sergei luomassa originellia 
taideteosta
Matematiikan perustaitojen hallinta perustuu vankasti käsitteiden oikeaan ym-
märtämiseen, joka edellyttää omaa äidinkieltä oppimisen tueksi. Matemaattisten 
perustaitojen ja arkipäivän matematiikan hallinta edistää myöhemmin maahanmuut-
tajanuoren kotoutumista ja itsenäistymistä. (Kuusela, Etelälahti, Hagman, Hievanen, 
Karppinen, Nissilä & Rönnberg 2008.) Vain yhteisen kielen avulla voi saavuttaa 
yhteisen ymmärryksen. 
Toinen mielenkiintoni herättänyt oppilas oli Mikko, joka suoritti vuosiluokan 
kahteen kertaan. Hän osallistui Laatoitusprojektiin kahtena peräkkäisenä vuotena 
samalla luokkatasolla. Hän oli hyvin hiljainen, arka ja vetäytyvä. Mikon käytös oli 
ajoittain uhmaava, mutta tulkitsin sen toimivan pelkäämisen verhona. Toisen pro-
jektivaiheen aikana Mikko muuttui toimeliaaksi, joskin heikosti itseään ilmaisevaksi. 
Hän työskenteli koko Laatoitusprojektin ajan pääosin yksin. Ansaitakseni hänen 
luottamuksensa minun oli tehtävä paljon työtä. Kannustin häntä osallistumaan ope-
tuskeskusteluihin. Jos hän rohkaistui puhumaan, käsitteet eivät muotoutuneet hänen 
ilmaisussaan oikeiksi. Toiminnallinen työskentely ohjasi hänet etsimään ”oman tilan”, 
jossa hänen oli hyvä keskittyä yksin tekemiseensä. Mieluisin tapa työskennellä oli 
hänen oman arvionsa mukaan ”yksin, koska on mukavaa olla yksin”. Parityöskentely ei 
vaikuttanut soveltuvan hänelle juuri lainkaan. Tulkitsin hänen olevan hyvin epävarma 
osaamisestaan. Lähtötasotestistä hän suoriutui ensimmäisellä kerralla tyydyttävästi. 
Seuraavana lukuvuotena hän osoitti välinpitämättömyyttä ja vastasi enää puoleen 
tehtävistä. Geometrista ajattelua mittaavien testien perusteella ilmeni kuitenkin ke-
hittymistä. Kuviossa 48 näkyy, kuinka Mikko on löytänyt oman tilan ja innoituksen. 
Projektityöskentelyn loppupuolella hän oli jo innokkaampi esittelemään omia kuvi-
oitaan ja määritteli ne välillä omin sanankääntein. Laatoitusprojektin huipennuksena 
tehty kuvataideteos sai Mikon ilmeen kirkastumaan. Hän oli ilmeisen tyytyväinen 
saavutukseensa. Opettajana tunsin myös mielihyvää todetessani tämän ilmentävän 
oppilaan onnistumisen kokemusta (ks. Kuvio 49).
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KUVIO 48. Mikko laatoittamassa KUVIO 49. ”Minä, Mikko, tein sen!”
Mikko arvioi kokemaansa Laatoitusprojektia 2006 ”mukavaksi” ja kertoi oppineensa 
”vaikka mitä, kaikki kuviot, miten mitataan ja kaikkea muuta”. Laatoitusprojektien 
aikana jouduin pohtimaan omaa opettajuuttani uudesta näkökulmasta. Opettajana 
toimintani perustuu vahvasti Perusopetuslain 1998/628 puitteisiin, jossa tavoit-
teena on muun muassa tukea jokaisen oppilaan kasvua ihmisyyteen ja eettisesti 
vastuukykyiseen yhteiskunnan jäsenyyteen (Perusopetuslaki 1998/628). Opetuksen 
järjestämisessä on tärkeää, että otetaan huomioon oppilaiden ikäkausi ja edellytykset 
ja pyritään edistämään oppilaiden tervettä kasvua ja kehitystä. Pohdin usein, kumpi 
on tärkeämpää työssäni: tukea heikkoa oppijaa vai kannustaa lahjakasta oppilasta 
uusilla haasteilla? Erilainen oppija tarvitsee erityisesti tukea oppimisessaan ja kou-
lunkäynnissään varsinkin, jos kysymyksessä on syrjäytymisvaara, oppimisvaikeudet, 
käytösongelmat tai maahanmuuttajatausta. ( Jylhä 2007, 197-218.) Kaikki edellä 
mainitut tekijät vaativat monitasoista ja laajaa verkostoa koulun arkeen, jotta valta-
kunnallisen perusopetussuunnitelman tavoitteet toteutuisivat. Erityisopetuksen tarve 
on kasvanut yli kaksinkertaiseksi vuodesta 1995, joten haasteita perusopetuksessa tulee 
riittämään. Kysymys ei ole ainoastaan siitä, että oppilasaines olisi haasteellisempaa 
kuin menneinä vuosikymmeninä. Erityispedagogiikka tieteenalana on edistynyt ja 
tutkimus kentällä on lisännyt tietoa, jonka hedelmiä ovat lisääntyneet keinot tukea 
hyvinkin erilaisia oppijoita. Toivon näiden tutkimuksessani kuvaamieni erilaisten 
oppijoiden antavan mahdollisuuden naturalistiseen yleistämiseen, jolloin lukija itse 
yleistää ja ymmärtää tapauksen vertaamalla siitä tehtyä perusteellista kuvausta omiin 
kokemuksiinsa. (Lincoln & Guba 1985, 38–40; Stake 1995, 85-86.) 
Laatoitusprojektin tarkoitus on ollut oppimisen ja matemaattisen ajattelun ke-
hittymisen tukeminen, vaikka keskiössä on ollutkin geometrian oppimisympäristö. 
Mainitut tavoitteet toteutuivat tutkimuksessani luvussa 8.1.5 esitetyllä tavalla. 
Tutkimustulokset sekä lähtötasotestin että geometrian kokonaistestin perusteella 
vahvistavat, että geometrian tieto rakentuu iän ja kehityksen myötä oppimisen 
tuloksena. Geometrisen ajattelun van Hielen tasoon voidaan opetuksella vaikuttaa 
ja tässä tutkimuksessa tuo vaikuttavuus saavutettiin Laatoitusprojektissa pääasiassa 
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siirtymisenä alimmalta vH0-tasolta vH1-tasolle. Oppilaiden kokemukset oppimisesta 
Laatoitusprojektin aikana olivat tutkimuksessa myönteisiä ja tukivat monipuolises-
ti kehitystä sekä geometrian oppimisessa että sosiaalisissa taidoissa. (vrt. Ilucová 
2005, 161-177.) Erilaisten oppijoiden osallisuus sai laaja-alaisen ulottuvuuden ja 
visuaalinen toimintamalli osoittautui heille hyvin sopivaksi. Tuloksia tarkasteltaessa 
voidaan todeta, että Laatoitusprojekti mahdollistaa oppilaan kasvun tukemisen niin 
geometrisen ajattelun kehittymisessä kuin sosiaalisissa taidoissa ja osallisuudessa ja 
antaa näkökulman erilaiseen matematiikan oppimiseen. Toiminnallinen ja ongelma-
lähtöinen oppimisprosessi edellyttää oppilaalta konkreettista toimintaa ja itsenäistä, 
luovaa ajattelua. Peruskoulussa kasvatuksen ja opetuksen tavoitteena on edelleenkin 
tuottaa ajattelevia, kriittisiä, kekseliäitä ja luovia yksilöitä. 
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9  Tulosten tarkastelua: geometrian opetus 
tesselaatioon nojautuen 
Tässä luvussa pyrin kokoamaan tutkimukseni edetessä tekemiäni ratkaisuja ja di-
daktisia valintoja. Perustelen ratkaisujani ja valintojani, jotta voisin osoittaa niiden 
pätevyyden tässä tutkimuskontekstissa. Selvitän tutkimukseni sisältämää opetusme-
netelmällistä kehittelyä sekä tämän tutkimuksen puitteissa että laajemmin suhteessa 
geometrian opetusta koskevaan aiempaan tutkimustietoon. 
9.1  Tutkimuksellinen lähestymistapa 
Tämä tutkimus perustuu toimintatutkimukselliseen otteeseen, jota kuvattiin luvussa 
6.2.1. Pohdin erilaisia vaihtoehtoja asetettujen tavoitteiden saavuttamiseksi ja tutki-
mustehtävien ratkaisemiseksi. Toimintatutkimuksellinen ote auttaa relevantin tiedon 
löytymisessä, jolloin olennaista onkin tutkija-opettajan tutkimusprosessin aikainen 
reflektointi (Coghlan & Brannick 2014). Tutkijalla on tässä tutkimuksessa aktiivinen 
sekä toiminnallinen rooli yhdessä oppilaiden kanssa analysoida oppimisympäristöä 
ja etsiä aktiivisen toiminnan kautta oppimista vahvistavia keinoja. Carr ja Kemmis 
(1986) määrittävät toimintatutkimuksen mahdollisuuden opetussuunnitelman 
kehittämisessä sekä opetusjärjestelyjen suunnittelussa ja opetusmenetelmien kehit-
tämisessä. Nämä kaikki osa-alueet toteutuivat tässä tutkimuksessa, jossa toimintatut-
kimusmenetelmällisin keinoin saatiin kokemusta uudentyyppisestä Laatoitusprojekti-
oppimisympäristöstä ja sen toimivuudesta erilaisissa opetusryhmissä. 
Robsonin (2002) toimintatutkimukselle asettama eettisyyden vaatimus toteutui 
tässä tutkimuksessa ainakin objektivisuuden, luotettavuuden, toistettavuuden ja 
yleistettävyyden osalta. Tukeudun Kemmisin ja McTaggartin (2000, 567-605) nä-
kemykseen ja ajattelen, ettei yleistettävyys ole niinkään tärkeää kuin täsmällinen tieto 
oppimisen edistämistä varten on. Mielestäni tämä toimintatutkimus edustaa myös 
opettajan työn kehittämistä. Tutkimukseni on ollut luonteeltaan syklinen prosessi, 
jossa tutkimus, aktiivinen toiminta, havainnointi ja reflektointi ovat yhdistyneet 
saumattomasti toisiinsa. Tutkimussuhteeseen sitoutuneet oppilaat ja opettajat ovat 
osallistujia tuossa muutosprosessissa tutkimuksen eri vaiheissa. Tämän tutkimuksen 
toteutukseen keskeisesti vaikuttavana tekijänä voidaan pitää opettajan ammatillisten 
taitojen kehittämistä sekä uusien näkökulmien luomista geometrian perusopetukseen. 
(vrt. Cohen & Manion 1990.)
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9.2  Tavoitteiden ja tutkimuskysymysten arviointi
Tämän tutkimuksen tavoitteena oli kehittää ja kuvata geometrian oppimisympäristö, 
jossa oppilailla olisi mahdollisuus toteuttaa tesselaatioon nojautuvien ongelmien 
ratkaisua toiminnallisuutta, ongelmalähtöisyyttä ja keskustelevaa osallisuutta ko-
rostavassa kontekstissa. Oppimisympäristöön integroitiin kuvataide ja sen avulla 
tavoitteeksi asetettiin työskentelyn luovuus ja eneneviä mahdollisuuksia oppilaiden 
onnistumisen kokemuksiin. Teoreettinen viitekehys auttoi suunnittelemaan toimin-
nallisen ja ongelmalähtöisen geometrian oppimisympäristön, jolla pyrittiin tukemaan 
van Hielen teorian mukaista geometrisen ajattelun kehittymistä. Edelleen tutkimuk-
sen tavoitteena oli selvittää van Hielen kehitysteorian soveltuvuutta perusopetuksen 
5.–9.-luokkalaisten geometrisen ajattelun kehittymisen tarkasteluun.
Osallisuuden näkökulmasta käsin asetettiin tavoitteeksi selvittää oppilaiden sekä 
opettajien kokemuksia oppimisympäristössä työskentelystä. Maahanmuuttajataus-
taiset sekä erityistä tukea tarvitsevat oppilaat tulivat myös huomioiduiksi. Tutkimus-
prosessin aikana jouduin pohtimaan näihin erityisryhmiin liittyviä kysymyksiä. Miten 
opettaja suhtautuu oppilaaseen, jonka oppimisedellytykset eivät olekaan kuten muilla? 
Miten erilainen oppija näyttäytyy esimerkiksi vastavalmistuneelle opettajalle? Ope-
tuksen eriyttäminen ja yksilöllistäminen vaativat yleisopettajalta ponnisteluja, joihin 
koulun arjessa resurssit eivät aina riitä. Unohtaa ei sovi myöskään oppilaan vastuuta 
omassa oppimisessaan. Kasvatuksen painopiste on siirtymässä nykyajassa paljolti 
kodeilta kouluille, joten pedagogisia haasteita ei opettajalta puutu. Opettajankoulu-
tus olisikin ensimmäinen porras, jossa nämä asiat olisi valmisteltava perusteellisesti 
tarjoamalla laaja käsitys siitä, mikä tulevaa opettajaa kentällä odottaa. Tutkimukseni 
tavoiteasettelua olen pohtinut useaan otteeseen vuosien varrella ja todennut, että sen 
rajaaminen olisi saattanut kaventaa tutkimuksen antamaa uutta tietoa. Toisaalta tut-
kimuksen eri vaiheissa olisi ollut helpotus keskittyä pelkistetympään tavoitekenttään. 
Pohjatyö on nyt tehty ja tästä eteenpäin voin asettaa jatkotutkimukselle mahdollisesti 
rajatummat tavoitteet.
Tutkimuskysymyksiin, jotka esitettiin luvussa 5, etsittiin vastausta monimenetel-
mällisesti. Laadullisten ja määrällisten menetelmien yhteiskäyttö täydentävät toisiaan 
ja mahdollistavat tutkimusongelmien paremman ymmärryksen sekä tutkimusaineis-
ton vahvemman analyysin ja tulosten syvällisemmän yhdistämisen (Ivankova ym. 
2006, 3). Kvalitatiivisten menetelmien avulla kerättiin opettaja- ja oppilasarvioinnit. 
Oppilaiden kokemuksia ja tuotoksia havainnoitiin myös valokuva- ja videomateriaalin 
avulla. Kvalitatiivinen aineisto syvensi toteutetun oppimisympäristön arviointia ja 
edellytti tutkijalta huolellista tutkimuspäiväkirjan pitämistä ja kenttämuistiinpa-
noja. (Alasuutari 1994.) Kvantitatiivinen tutkimusaineisto kerättiin geometrisen 
testitiedon perusteella. Triangulaatio mahdollisti kvantitatiivisten ja kvalitatiivisten 
tutkimusmenetelmien yhdistämisen. Tässä tutkimuksessa saatiin tutkimuskysymysten 
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määrästäkin johtuen varsin kattava tutkimusaineisto asetettujen tutkimuskysymysten 
selvittämiseen. Kriittisesti arvioiden tutkimuskysymyksien määrää olisi ollut hyvä 
karsia ja keskittyä suppeampaan ongelmakenttään. Jatkotutkimusaiheita ainakin 
tulee riittämään.
9.3  Tutkimusprosessin arviointi ja korjausehdotuksia 
Opetustapahtuman tilannesidonnaisuus ilmeni jo esitutkimusta toteuttaessani. 
Koulutyö sisältää monia ennalta arvaamattomia muuttujia, jotka saattavat haitata 
huolellisestikin suunnitellun opetustilanteen toimivuutta. Tämän tutkimuksen kenttä-
työhön sisältyi paljon tavanomaisen työjärjestyksen muutoksia, välineiden hankintaa 
ja toimintamateriaalin järjestämistä. Perusajatus oli luoda toiminnallinen, ongelma-
lähtöinen, sosiaalista vuorovaikutteisuutta ja luovuutta tukeva oppimisympäristö, jossa 
jokainen työskentelijä voisi kokea osallisuutta. Tutkimustulosten tarkastelu vuosien 
2005 ja 2006 Laatoitusprojekteista osoittautui luotettavammaksi videotallenteiden 
tuella. Kykenin tarkentamaan eri opetustapahtumien kulkua analysoidessani tallentei-
ta. Tallenteita kertyi 2005 noin 80 minuuttia, joissa pääasiassa seurattiin kuudennen 
luokan työskentelyä. Vuoden 2006 Laatoitusprojektia videoitiin noin 42 minuuttia. 
Ongelmana tallentamisessa oli kaksoisroolini tutkijana ja opettajana. Jonkin verran 
videointia voitiin suorittaa opettajien kesken vuorottelemalla.
Wilsonin ja Myersin (2000, 57–88) tilannesidonnaisen kognition teoria koros-
taa, ettei tietoa voi erottaa niistä tilanteista, joissa se on opittu ja joissa sitä käytetään. 
Siten ihmisen ajattelu ja oppiminen ovat tilannesidonnaisia prosesseja. Kontekstisi-
donnaisuus ilmenee tämän tutkimuksen opetuskäsityksessä puolestaan arkielämän 
tilanteiden ja oppilaiden omien kokemusten hyödyntämisessä opetustapahtuman 
lähtökohtana. Laatoitusprojektissa ratkottavat tehtävät sijoittuvat oppilaille tuttui-
hin, todellisen elämän tilanteisiin. Toimintatilanteella tai -ympäristöllä on voimakas 
vaikutus yksilön kognitiivisiin taitoihin. (vrt. Haapasalo 1998a, 59.) Pohdiskelen tässä 
yhteydessä, onko koulutieto yhteyksistään irrotettua ja abstraktia ilman kyseisten 
tiedonalojen kulttuurien omaksumista, onko syvällinen muutos tarpeen opettami-
seen ja oppimiseen liittyvissä käsityksissä sekä onko aiheellista asettaa oppilaiden 
ymmärryksen syventämiseen tähtääviä ongelmia, omien hypoteesien ja teorioiden 
muodostamista sekä kriittistä keskustelua.
Opettajalla on ratkaiseva rooli oppimisympäristön luonnissa. Tuottaako koulu 
osaamista, jonka varassa yksilöt voivat kehittyä ihmisinä? Perusosaaminen on turvattu 
suomalaisella korkeatasoisella opetuksella, mutta tarjoaako peruskoulu mahdolli-
suuksia ihmisyyden ja luovuuden kasvuun? Opettaja voi edistää niitä kehittelemällä 
erilaisia oppimisympäristöjä, jotka tukevat oppilaan yksilöllisiä edellytyksiä ja samalla 
vahvistavat yhteisöllistä toimintaa ja vuorovaikutteista oppimista. Kuvataidekas-
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vatuksen yhdistäminen tähän tutkimusprosessiin perustui oppilaan luovuuden ja 
laaja-alaisen kehityksen tukemiseen. Liikasen (2009, 93-95) mukaan taiteellisessa 
työskentelyssä tunteet ovat keskeisellä sijalla. Juuri omien tunteiden käsittely edistää 
yhteyttä toisiin ja yhteisöön sekä vahvistaa itsearvostusta ja identiteettiä. Taidelähtöisiä 
kehitysmenetelmiä voidaan integroida muuhunkin opetukseen. Yhdessä tekeminen, 
tavoitteiden asettaminen ja luova oivaltaminen vahvistavat me-henkeä ja kehittyvää 
itsetuntoa. Näkemykseni mukaan opettajalta vaatii vahvuutta irrottautua oppikirjojen 
tahdista ja seurata uutta opetussuunnitelmaa omien ajatustensa mukaisesti – omaan 
opettajuuteensa luottaen. 
Tässä tutkimuksessa seurattiin luokkahuoneessa oppilaiden toimintaa konkreet-
tisen opetusmateriaalin käyttämisessä, sosiaalista vuorovaikutusta asetettujen ongel-
mien ratkaisussa sekä luovuutta tutkimustehtävien toteuttamisessa. Tutkimuksessa 
luotiin geometrian tietoa ja geometrisen ajattelun kehittymistasoa koskevat mittarit. 
Tutkimus tuotti uudentyyppisen mallin geometrian oppimisympäristöstä - Laatoi-
tusprojektista - koululuokassa. Lisäksi tutkimuksessa luotiin geometrisen ajattelun 
kehittymistä mittaava testimalli. Toimintatutkimuksen havainnoinnin, reflektoinnin 
ja arvioinnin kautta opettajat saivat mahdollisuuden kehittää omaa opettajuuttaan. 
(ks. myös Lankshear & Knobel 2004, 374.) Tutkimusprosessin korjausehdotuksia on 
työlästä lähteä erittelemään. Keskeisintä lienee kohdistaa tutkimus yhteen opetus-
ryhmään kerrallaan ja antoisinta on tehdä se useissa eri koulukulttuureissa. 
9.3.1  Testien parannusehdotuksia 
Tarkastelen tutkimuksessa käytettyjä testejä kooten niitä koskevat huomioni täy-
dentäen niitä, jotka jo luvuissa 6.3 ja 6.4 tulivat esiin. Lähtötasotestiä kehiteltiin 
vuodesta 2005 vuoteen 2006. Testin sisältöön on hyvä edelleenkin tehdä muutoksia. 
Geometrian perustaitojen hallinta antaa kattavan tiedon oppilaiden osaamisen eroista, 
jotka on hyvä huomioida projektityöskentelyn alkaessa. Opetuksessa on varauduttava 
tukemaan tässä testissä heikoimmin menestyneitä. Tässä tutkimuksessa geometrian 
tiedolliset erot projektitutkimukseen valituilla oppilailla eivät olleet niin huomattavia, 
että lisäopetukseen olisi ollut tarvetta. Rinnakkaisluokkien toimiessa vertailutiedon 
lähteinä voitiin testin tuloksia pitää luotettavina lähtötason kuvaajina. Käsitteellistä 
ymmärrystä on hyvä testata enemmän, jotta virheymmärrystä voidaan korjata mahdol-
lisimman paljon. Tässä tutkimuksessa ongelmaksi koitui maahanmuuttajataustaisille 
oppilaille laatimatta jäänyt lähtötasotesti. Ymmärsin vasta jälkikäteen tuosta testistä 
saatavan tiedon merkityksen. Vaikka testin laatiminen olisi ollut haastavaa ja vaatinut 
vieraskielistä tulkkia, eri kulttuurista tulleiden oppilaiden vahvempi osallistaminen 
olisi palkinnut tuon vaivan. Tässä yhteydessä korostuu jälleen oppilaantuntemuksen 
tärkeys.
Geometriatestin sisältöön voi jatkotutkimuksessa kiinnittää aikaisempaa enemmän 
huomiota. Tasokuvioiden tunnistamista koskevassa osiossa G1 voi olla parempi yhdistää 
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tehtävät 5 ja 6. Visuaalista hakua koskevat tutkimukset ovat osoittaneet, että niin sa-
nottuja alkeispiirteitä koskevat erot on helppo havaita, mikäli ne ovat riittävän suuria. 
Alkeispiirteitä, joiden perusteella näköärsykkeitä on helppo erotella toisistaan, ovat 
muun muassa väri, koko, kontrasti ja kallistuskulma. Kun tunnistettavan ärsykkeen 
muoto pysyy samana koekerrasta toiseen, se löydetään ja tunnistetaan nopeammin. 
Tottuminen eli habituaatio aiheuttaa siis sen, että suuntaudumme kohti uusia ärsyk-
keitä, ja automatisoituminen taas sen, että tutut kohteet havaitaan tehokkaammin. 
(Saariluoma ym. 2001, 99.) Havaitseminen on eräs tiedonkäsittelyjärjestelmän 
vaihe ja siihen sisältyvät sekä näkö- että kuulohavainnot (Eysenck & Keane 2005). 
Kielen ja käsitteiden voidaan olettaa olevan opittuja, jotta havaitseminen toteutuu 
ymmärrettävästi, mutta jos oppilas ei ymmärrä esimerkiksi käsitteellisesti geometrisia 
tasokuvioita, hän ei niitä tunnista myöskään visuaalisesti. Tähän perustuen tehtävien 
5 ja 6 sisältöä olisi mahdollista mitata yhdellä taulukkotyyppisellä tunnistamisteh-
tävällä, jossa samanaikaisesti käsitellään useita eri monikulmioita. Testien G2 ja G3 
sisältöä tulisi syventää ja eriyttää. Tällä tavalla päästäisiin entistä luotettavampaan 
arvioon van Hielen tasojen 2 ja 3 mittaamisessa. van Hielen kehitystason 4 mukaan 
ottamista mittaukseen voi myös harkita, vaikka geometria näyttäytyy tuolla tasolla 
täysin abstraktisti. (Feza & Webb 2005, 37.) Edellä lähtötasotestin yhteydessä esiin 
noussut vaatimus maahanmuuttajataustaisten testauksesta omalla kielellään koskee 
myös geometrian testiä. Tämä edellyttää koko geometrian testin uudelleen konstru-
ointia. Feza & Webb (2005, 45) korostavat, että pyrittäessä kehittämään geometrian 
opetusta on otettava huomioon van Hielen tasot ja niiden arviointikriteerit sekä 
oppilaiden kulttuuritausta ja kielelliset käsite-erot.
Itsearviointilomake voidaan jatkotutkimuksessa korvata lähinnä vuoden 2006 
mukaisella rungolla, jossa oppilaat saavat omin sanoin kertoa kokemuksistaan oppi-
misympäristöstä. Kysymysten sisältöä on syytä tarkentaa ja poistaa päällekkäisyydet 
niiden asettelussa. Avoimien kysymysten etuna on muun muassa vastaajien mahdolli-
suus ilmaista itseään omin sanoin sekä mahdollisuus tunnistaa motivaatioon liittyviä 
tekijöitä ja vastaajan viitekehyksiä. (vrt. Hirsjärvi ym. 2001, 188.) Likertin asteikkoon 
perustuva kysely ei anna puhtaasti vastaajan omaan kokemukseen perustuvaa tietoa. 
Kiireellisyys saattaa vaikuttaa ”rastitusrutiiniin”. Jatkotutkimukseen olisi syytä ottaa 
myös opettajien ja Laatoitusprojektiin osallistuvien oppilaiden haastatteluja, jotta 
kokemusten yksilöllisyys saataisiin kartoitettua paremmin tutkimusaineistoa ana-
lysoidessa. Näin menetellen voitaisiin myös maahanmuuttajataustaisten ja erityistä 
tukea tarvitsevien oppilaiden kokemuksista saada tärkeää ja tarpeellista tietoa.
9.3.2  Laatoitusprojektin kehittämismahdollisuuksia
Miellän Laatoitusprojektin kehittämistarkastelussa lähtökohdaksi sen vahvuuden 
kaikille oppilaille soveltuvana oppimisympäristönä. Kohdennan huomioni vielä kah-
teen ryhmään: maahanmuuttajataustaiset oppilaat ja erityisoppilaat. Koululla on oma 
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kulttuuri jopa jokaisella luokkatasolla. Se on abstraktio, jonka avulla kuvataan sille 
kuuluvia toimintatapoja. (Sahlberg 1997.) Koulu- ja luokkakulttuuri lienee jokaisen 
opettajan mielenkiinnon ja tarkkailun kohteena, eikä sitä voi rajata tutkijoiden yksin-
oikeudeksi (Karppinen 2005). Reflektoiva ote omaan kasvatustyöhön on paras perusta, 
jolle työnsä rakentaa. Kasvattajan vahva itsetunto ja itsensä hyväksyminen heijastuvat 
takaisin lapsesta. (Pihlaja 2004, 233.) Opettajan ja oppilaan välistä suhdetta ei turhaan 
nimitetä pedagogiseksi suhteeksi. Tässä opettajan ja oppilaan välisessä inhimillisessä 
vuorovaikutuksessa painottuu opettajan oppilaan kokonaispersoonallisuutta arvostava 
asenne ja sen kehittymistä tukeva toiminta. (Patrikainen 2012, 316.) Oman koke-
mukseni mukaan luottamuksellisen suhteen syntyminen opettajan ja oppilaan välille 
edellyttääkin aina ihmisyyden kunnioittamista ja erilaisuuden hyväksymistä. Tärkeää 
on myös oppilaan ainutkertaisuuden ymmärtäminen. Asetetaanpa oppimistavoitteet 
kuinka korkealle tahansa oppilaan oma hyvinvointi takaa parhaimmat lähtökohdat 
koulutyössä menestymiseen. Tänä aikana onkin hyvä tiedostaa koulutyössä turvallisen 
oppimisympäristön merkitys. Opettaja voi olla juuri se turvallinen aikuinen, joka 
ohjaa ja tukee oppilasta opintiellä vaikeissakin elämäntilanteissa. 
Laatoitusprojekti tarjosi minulle tutkijana mahdollisuuden eri koulukulttuureihin 
tutustumiseen. Joka koululla on oma käytäntönsä ja vieläpä joka luokalla oman opetta-
jansa luoma toimintamalli. Siihen lienee luokanopettajalla oikeus. Oma kokemukseni 
monikulttuurisuudesta sai alkunsa Oulun Normaalikoulun kuudennella luokalla 
ohjaamassani Laatoitusprojektissa. Projektin aikana oli mielenkiintoista seurata, 
miten erilaisin tavoin valtaväestöön kuuluvat oppilaat sekä maahanmuuttajataus-
taiset oppilaat käyttäytyivät. Kollektiivinen taustayhteisö auttoi oppijaa paremmin 
sosiaaliseen oppimiseen. Ongelmanratkaisutilanteet olivat taas hedelmällisempiä 
yksilökulttuurissa kasvaneille oppilaille. (vrt. Talib 2002, 60.) Työskentely Laatoi-
tusprojektissa onnistui opettajien näkökulmasta hyvin maahanmuuttajataustaisilla 
oppilaillakin. Peruskoulussamme on totuttu jo inkluusion mahdollistamaan ”kaikille 
yhteinen koulu” -kulttuuriin, jossa näyttäytyy erilaisten oppijoiden kirjo. Maahan-
muuttajataustaiset oppilaat ovat lähes jokaisen koulun arkitodellisuutta. Mitä asian-
tuntevampaa opettajakunta on, sitä paremmat mahdollisuudet erilaisilla oppijoilla on 
koulussa viihtymiseen ja opinnoissa menestymiseen. Monikulttuurisuudesta Talib 
(2002, 92) lausuu ylevän ajatuksen: ”Vasta oman toiseuden tiedostaminen mahdollistaa 
hyvin erilaisten ihmisten kohtaamisen.” Erityiskasvatuksen uuteen lainsäädäntöön 
tukeutuen ymmärränkin Laatoitusprojektin oppimisympäristönä edustavan peda-
gogista tukea maahanmuuttajataustaiselle ja myös erityisoppilaalle yleisopetuksen 
ryhmässä. Koululla on kaikki mahdollisuudet kehittää oppilaan ajattelua ja luovuut-
ta. Opetussuunnitelmamme suorastaan vaatii sitä. Kuitenkin lopullinen valinta jää 
opettajan tehtäväksi. 
Luvussa 2 tarkastelin tutkimushankkeeni kannalta keskeisiä geometrian opetuksen 
didaktisia valintoja, joiden ymmärsin edistävän geometrian oppimista kehittämässäni 
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oppimisympäristössä. Opetuksen laadun on todettu useissa tutkimuksissa olevan yksi 
suurimmista vaikuttajista matematiikan motivaatioon ja oppimiseen sekä geometrisen 
ajattelun kehittymiseen. (Crowley 1987; Fuys ym. 1988; Geddes & Fortunato 1993; 
Shaugnessy 1986; Stipek 1998.) Vahvan tuen valinnoilleni löysin myös vuonna 2016 
voimaantulevasta perusopetuksen opetussuunnitelman perusteista, jossa todetaan 
yhtenäisen perusopetuksen toimintakulttuurista seuraavaa: ”Monipuoliset työtavat 
tuovat oppimiseen iloa ja onnistumisen kokemuksia sekä tukevat eri ikäkausille omi-
naista luovaa toimintaa. Kokemukselliset ja toiminnalliset työtavat sekä eri aistien 
käyttö ja liikkuminen lisäävät oppimisen elämyksellisyyttä ja vahvistavat motivaatiota” 
(Opetushallitus 2015, 30). Vuonna 2016 voimaantuleva perusopetuksen opetussuun-
nitelma edellyttää oppiainerajoja ylittävää projektinomaista työskentelykulttuuria. 
Tällaiseksi rakentui myös tämän tutkimuksen Laatoitusprojekti-oppimisympäristö.
Viimeisimpänä kehittämisehdotuksenani esitän Laatoitusprojektin toteuttamisen 
myös virtuaalisesti. Virtuaalisiin oppimisympäristöihin suuntautuvassa ajassa Laatoi-
tusprojekti tarjoaa oivan mahdollisuuden geometrian oppisisällöksi. Sen lisäksi, että 
oppilaat osallistuvat toiminnallisesti projektityöhön, he voivat suunnata huomionsa 
myös virtuaalisessa oppimisympäristössä tapahtuvaan tesselaatioiden tutkimukseen. 
Geometrian tietokoneavusteista opetuststa on tutkittu ja toteutettu kansallisesti ja 
kansainvälisesti (Furner & Marinas 2007). Tietokoneet ovat olennainen osa jokaisen 
elämää ja pienet oppilaat ovat innoissaan tällaisesta toiminnasta, jossa he voivat tu-
tustua geometrian käsitteisiin kaksi- ja kolmiulotteisessa virtuaaliympäristössä. (ks. 
esimerkiksi http://www.geogebra.org/.) Teknologian käyttö geometrian opetuksessa 
voi tulevaisuudessa jopa syrjäyttää pelkästään oppikirjaperustaisen menetelmän. 
Taustalla on teknologian kehitys sekä uuden perusopetuksen opetussuunnitelman 
perusteiden (Opetushallitus 2015) korostama tieto- ja viestintäteknologian käyttö 
opetuksessa. Tietokoneavusteisen opetuksen on todettu jopa vahvistavan motivaatiota 
matematiikan opiskelussa. (mm. Furner & Marinas 2007, 83-91.) Nykyisin tietoko-
neavusteista opetusta käytetään peruskoulussamme jo runsaasti ja pian oppikirjatkin 
tarjoillaan vain e-kirjoina virtuaaliympäristössä. Jatkossa tavoitteeni onkin kehittää 
Laatoitusprojektista opetuskokonaisuus, jossa tason peittojen eli tesselaatioiden 
tutkimus sekä van Hielen teorian mukainen geometrisen ajattelun tasomittaus si-
sällytetään perusopetuksessa myös virtuaaliseksi oppimisympäristöksi. 
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10  Tutkimuksen arviointia ja pohdintaa 
Tarkastelen lopuksi kriittisesti tutkimusaineistoani, luvussa 8 esittämiäni keskei-
simpiä tutkimustuloksia ja tämän tutkimuksen luotettavuuteen liittyviä kysymyksiä. 
Hirsjärveä ym. (2001, 243) lainaten ”pyrin sitomaan tutkimukseni langat yhteen ede-
tessäni tulososan yksityiskohdista yleiseen pohdintaan”. Arvioin myös tutkimukseni 
käytettävyyttä kasvatustieteen kentällä. Keskitän huomioni erityisesti siihen, millaista 
käyttöarvoa tutkimukseni tuottamilla tuloksilla ja oppimisympäristön kehittelyllä voi 
olla perusopetuksen ja opettajankoulutuksen sekä opetuksen tutkimuksen saralla. 
Pohdin myös tässä yhteydessä, miten olen koko tutkimusprosessin aikana kehittynyt 
ammatillisena osaajana kuin myös inhimillisenä olentona. Lopuksi esitän, millaisia 
jatkotutkimusaiheita tutkimukseni perusteella voitaisiin nostaa esiin. 
10.1 Tutkimusaineistojen kattavuus
Laadullinen tutkimusaineisto tähän tutkimukseen kerättiin havainnoimalla vuo-
rovaikutteisia oppimistilanteita. Tutkimusvaiheiden aikana projektityöskentelyyn 
sisältyi 65 oppimistilannetta, joista kukin kesti 45 minuuttia. Projektien kesto oli 
yhteensä 2925 minuuttia, joiden aikana oppilaat ratkaisivat yksin, pareittain tai 
isommissa ryhmissä Laatoitusprojektin pääongelmaan liittyviä tehtäviä tai muita 
annettuja geometrian tehtäviä. Määrällinen tutkimusaineisto kerättiin lähtöta-
sotestien, geometrian testien ja itsearviointilomakkeiden avulla. Projektien alussa 
suoritettuja lähtötasotestejä kertyi yhteensä 99 kappaletta. Kolmiosaisen geometrian 
testien yhteismääräksi kertyi 459. Itseisarviointeja tarkasteltiin tutkimuksen eri 
vaiheissa yhteensä 89 kappaletta. Videotallenteita kertyi yhteensä 120 minuuttia 
ja digitaalisia kuvia noin 300 kpl. Tutkimusaineisto oli arvioni mukaan näiden lu-
kumäärien perusteella kattava, joten tutkimuskysymyksien selvittämiseksi saatiin 
riittävästi tietoa. 
Tutkimukseni kenttätyövaihe kesti kokonaisuudessaan vuodesta 2003 vuoteen 
2006, joten ajallisen keston perusteella voin luottaa aineistoni riittävään kattavuuteen. 
Eskola ja Suoranta (2005) toteavat aineistoa olevan tarpeeksi, kun uudet tapaukset 
eivät enää tuo tutkimusongelman kannalta uutta tietoa eli aineisto alkaa niin sano-
tusti toistaa itseään. Mahdollista on myös, ettei tällaista kyllääntymispistettä pysty 
etukäteen asettamaan, jolloin kyllääntymisen rajaa tulee tarkkailla tutkimuksen 
edetessä. Tässä tutkimuksessa ajattelen kaikkien tutkimusvaiheiden antaneen sen 
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tiedon, jota olin etsimässä asettamieni tutkimusongelmien selvittämiseksi. Näin ollen 
toiminnalleni tuli tässä tutkimuskontekstissa luonnollinen raja. 
Arvioin tutkijana osaltani osoittaneeni tutkimuksellisen pysyvyyden toteuttaes-
sani tutkimusta varten kehittämääni tesselaatioon nojautuvaa Laatoitusprojektia 
perusopetuksessa useiden vuosien ajan. Saadun tutkimusaineiston samankaltaisuus 
vuosien 2003–2006 ajalta osoittaa valittujen mittareiden onnistuneen valinnan. Olen 
yhdistänyt työssäni laadullisen ja määrällisen tutkimuksen tarkentaakseni sen luo-
tettavuutta. Nykyisin kvalitatiivinen ja kvantitatiivinen tutkimus ajatellaan toisiaan 
täydentävinä lähestymistapoina, ei kilpailevina suuntauksina. (Hirsjärvi ym. 2001, 
125.) Tutkijoiden valmius yhdistellä tutkimusotteita lisääntyy jatkuvasti (Niglas 2004; 
Tashakkori & Teddlie 2010). Hirsjärvi ym. (2001) vertaavatkin tutkimusta kristalli-
palaan, jonka näkeminen riippuu katsomistavasta. Ymmärsin tämän mahdollisuuden 
omassa työssäni ja päätin rohkeasti yhdistellä erilaisia toimintatapoja nähdäkseni 
tutkimukseni tuloksineen monipuolisesti. 
10.2  Tutkimustulosten luotettavuus
Tiede pyrkii totuuden etsimiseen tavoitteenaan tuottaa uutta tietoa. Onko mahdol-
lista saavuttaa absoluuttisen varmaa tietoa? Näitä asioita pohdin tutkimusprosessin 
raportoinnin yhteydessä. Charles Peircen (1839-1914) käsityksen mukaan inhimil-
linen tieto maailmasta ei ole koskaan ehdottoman varmaa, vaan aina korjattavissa 
ja muutettavissa (ks. Niiniluoto 1984, 36). Näin ollen tieteen itseään korjaavuuden 
takia on hyvä mahdollisuus osua ennemmin tai myöhemmin oikeaan. Vaikka mi-
tään ehdotonta kriteeriä totuuden tunnistamiseksi ei ole olemassa, käytettävissä on 
tieteellinen metodi, jonka avulla voidaan lähestyä totuutta tai todellisuutta koskevaa 
totuudenmukaista tietoa. Tässä tutkimuksessa olen pyrkinyt tulosten luotettavuuteen 
menetelmällisen triangulaation keinoin ja tutkimuksen huolellisella raportoinnilla. 
Tulosten perusteella voi todeta Laatoitusprojektin kaltaisen oppimisympäristön 
toimivan nykyiseen lainsäädäntöön perustuvana yleisopetuksen eriyttävänä mah-
dollisuutena tukea myös erilaisia oppijoita. Geometrian opetuksessa oppisisältöjen 
liittäminen oppilaiden kokemusmaailmaan, toimintavälineiden käyttö sekä ongel-
malähtöisyyden korostaminen sosiaalisen vuorovaikutuksen muodossa vahvistaa 
tämän tutkimuksen tulosten mukaan oppimista. Valinta oli onnistunut. Oppilaan 
sosiaalisilla taidoilla on merkitystä oppimisprosessin onnistumisessa erityisesti silloin, 
kun toimintaa toteutetaan oppilaskeskeisesti, kuten tässä tutkimuksen oppimis-
ympäristössä tehtiin. Keskeisimpinä piirteinä korostuvat oppilaan aktiivisen roolin 
tukeminen sekä opetuksen ja opiskelun sitominen lähtökohtaisesti ja kontekstiltaan 
oppilaiden aiempiin tietoihin ja arkielämän kokemuksiin. (Patrikainen 2012, 308.) 
Opetus toteutettiin integroidusti matematiikan, kuvataiteen ja äidinkielen tunneilla. 
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Tämä toimintatapa oli luonteva. Oppiaineiden integrointi herättää koulumaailmassa 
enenevää kiinnostusta. Vaikka aihe on jäänyt vähäiseksi opetuksen ja oppimisen 
empiirisessä tutkimuksessa, on sen käyttökelpoisuus todettu opetussuunnitelmiin 
kirjattujen teemoitettujen opintokokonaisuuksien yhteydessä. (Leppäaho 2007, 211; 
Opetushallitus 2015, 18-33; Pang & Good 2000, 73.) 
Tutkimuksen luotettavuuskysymystä selvitetään yleisesti ulkoisen ja sisäisen va-
liditeetin tarkastelulla. Tässä tutkimuksessa mitattiin oppilaiden geometrisen ajat-
telun kehitystasoa kullakin luokka-asteella eri tutkimusvuosina. Tutkimustulosten 
osalta voidaan kysyä: Oikeuttavatko käytetty aineisto, tutkimusmenetelmät ja saadut 
tulokset esitetyt väitteet? (Nummenmaa, Konttinen, Kuusinen & Leskinen 1997, 
203.) Koska geometrian testi laadittiin tutkimuksen teoreettiseen viitekehykseen 
perustuen ja aikaisempiin samansisältöisiin tutkimuksiin tukeutuen, voidaan luottaa 
testin validiuteen. Testin laajuus ja rakenteen hierarkkisuus vaatisivat jatkokehittelyä, 
mikä todettiin jo analysointivaiheessa. Suljettu ja tarkkaan harkittu vaihtoehtojen 
valinta olisi lisännyt mittauksen luotettavuutta. Pisteytys tuotti ongelmia ja jonkin 
verran päällekkäisyyttä, joten siinä lienee eräs kehittämiskohde jatkotutkimuksessa. 
Geometrian testien yhteisvaikutus voi myös olla erilainen kuin yksittäisten testien 
vaikutus ja siten vaikeasti erotettavissa. Aikaisemmissa van Hielen kehitystasoihin 
perustuvissa tutkimuksissa on tasojen validioinnissa keskeinen kysymys ollut määrittää 
ne kriteerit, joiden perusteella tasoille sijoittuminen tehdään. Tässäkin tutkimuksessa 
kriteerien määrittely oli haastavaa. Laadittu kriteeristö luotiin vertaamalla kritee-
reitä aikaisempiin tutkimuksiin sekä matematiikan kasvatuksen tutkimusryhmässä 
käytyihin keskusteluihin. Validiteetin ongelmana on usein tulkinnan subjektiivi-
suus. Tulokset ilmaistaan sanoina tai kuvina eikä niinkään numeroina. Tästä seuraa 
tulkintaongelmia. Ristiriidat käsitteiden ymmärtämisessä voivat tuottaa vaikeuksia 
oppimisvaikeuksien arvioinnissa. Testit on yleensä tehty siihen kulttuuriympäristöön, 
jossa niitä käytetään. Testimittareiden validiteettiongelmaksi muodostuukin kysymys 
siitä, mittaavatko mittarit juuri sitä ilmiötä, mitä niiden on tarkoitus mitata. 
 Tutkimuksen reliaabelius eli pysyvyys tarkoittaa mittaustulosten toistettavuutta 
(Hirsjärvi ym. 2001, 213-215.) Mitä tarkempi mittaus on, sitä ei-sattumanvaraisempi 
tuloskin on. Reliabiliteetin yhteydessä ilmoitetaan usein mittavirhe ja reliabiliteettia 
voidaan arvioida esimerkiksi toistomittauksilla. Reliabiliteetilla tarkoitetaan siis 
mittauksen riippumattomuutta sattumanvaraisista tekijöistä ja mittaustuloksen 
pysyvyyttä. Tässä tutkimuksessa kvantitatiivinen mittaus suoritettiin geometrian 
testien avulla. Tutkimushenkilöt oli valittu kahdelta eri koululta, ala- ja yläkoululta. 
Tutkimustulokset olivat molempien koulujen opetusrymillä samansuuntaisia vuosina 
2005 ja 2006. Tämän perusteella voidaan tutkimuksen reliabiliteettia pitää hyvänä. 
Silti voidaan kriittisesti arvioida testien toistovaikutusta tulosten luotettavuuteen. 
Sisäisen validiteetin heikkouteen varsinkin kvantitatiivisissa tutkimuksissa saattaa 
vaikuttaa useita tekijöitä, kuten aika, mittaustapahtuma, mittari itsessään, vinoumat 
  10 Tutkimuksen arviointia ja pohdintaa | 161
ja kato. (vrt. luku 6.4.1.) Tässä tutkimuksessa eri mittauskertojen välinen aika vaikutti 
oppilaiden luonnollisen kehityksen ja oppimisen osalta myös tuloksiin. Testaus lu-
kuvuoden välein toistettuna saattoi vaikuttaa myös oppilaiden vastaamisasenteeseen. 
Geometrian testimittari itsessään oli tutkijan mielestä validiksi määritelty, koska se 
pohjautui muista vastaavista mittareista saatuihin empiirisiin kokemuksiin (vrt. luku 
3.4.2). Kyselylomakkeiden validiutta ei voinut täysin vahvistaa. Valintakriteereissä 
ei ollut vinoutumia, koska tutkimus kohdistui ilman ennakkokäsityksiä kokonaisiin 
opetusryhmiin. Tutkimushenkilöiden häviämisellä aineistosta ei ollut tilastollista 
merkitsevyyttä. Validiteettirakenteita tässä tutkimuksessa oli käsitykseni mukaan 
kolme:
1. pidennetty työskentely, joka heikensi kapasiteettiani mukanaolijan näkö-
kulmasta
2. triangulaatio (opettajien ymmärrys ja reflektio siitä, kuinka koulun käytän-
teet näyttäytyivät jokapäiväisissä tilanteissa). Tutkimuksessa tulisi luotetta-
vuuden nimissä kerätä monenlaista aineistoa, jotta kyettäisiin valottamaan 
tutkimuskohteen luonnetta monipuolisesti erilaisista suunnista. (Cohen 
& Manion 1990; Hirsjärvi ym. 2001.)
3. harhat ja subjektiivisuus. Pohdin seuraavia asioita: Heijastaako tutkija-
opettajan työ koulussa tutkijan kykyyn reflektoida omaa näkökulmaansa 
lapsista ja lapsuudesta? Vaikuttiko vieraskoreus oppilaiden käyttäytymiseen, 
kun olin tutkijana läsnä koulun arjessa? Miten eettisyys vaikutti tutkittaessa 
oppilaiden näkökulmaa? Näitä kysymyksiä voi pohtia vielä jatkossakin.
Analyysin ja tulkinnan validioinnissa ymmärrän kvalitatiivisen tutkimuksen aikaa 
vieväksi. Niin sanotun pehmeän datan käyttö voi merkitä sitä, että ei ole olemassa 
”puhdasta” dataa kulttuurin erilaisuudesta johtuen. (Hammersley & Atkinsson 
1983.) Oman hankaluutensa luotettavuuskriteereiden tarkastelulle aiheuttaa se, että 
tutkimukset eivät ole täysin toistettavissa. Esimerkiksi havainnoinnissa reaaliaikainen 
ja myöhempi tulkinta voivat erota toisistaan. Tässä on oman tutkimukseni kenties 
heikoin kohta. Myöhempi tulkinta voi johtaa taustoittamisen ongelmaan. Pitkäaikai-
sen tutkimusprosessin tulkintojen luotettavuutta oli kuitenkin mahdollista vahvistaa 
laajan tutkimusaineiston avulla. Videotallenteet avautuvat tutkijalle monipuolisemmin 
ajan kuluessa. Tutkijan katse löytää aineistosta yllättäviäkin havaintoja, kun tulkinta 
toteutuu intensiivisesti rauhallisessa ympäristössä. Väyrysen (2011) mukaan totuus 
ja todellisuus ovat sitä, mitä ihminen kokee. Monenlaiset todellisuudet näyttäytyvät 
tutkimushenkilöille ja tutkijalle eri näkökulmista. Tutkijan arvot ja ennakkoluulot 
on esitettävä selkeästi ja avoimesti. Tutkijan suhde tutkimushenkilöihin olisi oltava 
empaattinen. Olen samaa mieltä kuin Alasuutari (1993) siitä, että tutkijan on omak-
suttava työssään tutkimuksellinen mielikuvitus. Eskolan ja Suorannan (2005) ajatus 
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tutkijan työstä, jossa tutkija parhaimmillaan parsii positivismin revenneen verkon 
jälleen pitäväksi, vastaa myös omaa ymmärrystäni. 
Eri oppisisällöillä mitattujen van Hielen tasojen vastaavuus on myös huomioi-
tava tutkimustulosten luotettavuutta arvioitaessa. Tämän tutkimuksen oppisisältö 
laadittiin osin Silfverbergin (1999, 50-51) esittämän van Hiele-Geldofin (1957) 
monikulmioilla pinnan peittämistä koskevaan tutkimukseen tukeutuen. Opetusme-
netelmässä kiinnitettiin huomiota siihen, että opetus vastaa oppilaiden geometrisen 
ajattelun kehitystasoa ja tukee siinä mahdollisesti tapahtuvaa syvenemistä. van Hielen 
(1986) mallin mukaan opettajan on tärkeää käyttää opetuksessaan sellaista mate-
maattista kieltä, joka vastaa oppilaiden senhetkistä ajattelun tasoa. Haasteellisinta 
tässäkin tutkimuksessa opettajalle oli oppilaiden ajattelun tason tunnistaminen. 
Apuna opettajalla oli kuitenkin lähtötasotestin antama informaatio ja oppilaiden 
pitempiaikainen tunteminen. Haasteita riitti, koska kaikki oppilaat eivät välttä-
mättä olleet samalla ajattelun tasolla. Lähtökohtana oli konkreettinen toiminta ja 
visualisointikyvyn vahvistaminen. Geometristen tasokuvioiden valinta mittauksen 
perustaksi on yleisesti käytetty toimintatapa tämäntyyppisissä tutkimuksissa ja ope-
tussuunnitelman oppisisältönä luotettava. Tutkimuksen tulokset antoivat minulle 
opettajana käsityksen siitä, miten oppilaat ajattelivat ja mitä ongelmia he kohtasivat 
geometrian oppimisessa. 
Tutkimuksen perustana oleva van Hielen teoria ei ole ensisijaisesti teoria kehi-
tyksestä vaan myös teoria oppimisesta (Silfverberg 1986). Tätä näkökulmaa haluan 
tässäkin yhteydessä korostaa. Tutkimustuloksia tarkastellessa oli tarpeen erottaa 
spesifi van Hielen kehitysteoriaa koskeva tasomittaus sekä toisaalta iän ja yleisen 
kouluoppimisen aikaansaama muutos oppilaan geometrian ymmärtämisessä. Tämä 
tutkimus osoittaa luvussa 8.1.5, että oppilaan geometrinen ajattelu kehittyy hänen 
opiskellessaan Laatoitusprojektin kaltaisen tekemisen kautta kysellen ja tutkien. 
Edelleen geometrian asiasisällön ymmärtäminen helpottuu, kun asia opitaan käsin 
tekemällä, koskettamalla, kuuntelemalla, keskustelemalla ja näkemällä kuviot ja 
itse luodut taiteelliset muodot. Geometrisen käsitteenmuodostusprosessin tuke-
na käytetyt abstrakteja käsitteitä havainnollistavat ja konkretisoivat välineet sekä 
omakohtaisia kokemuksia tuottavat toiminnalliset työtavat, edistivät nekin tässä 
tutkimuksessa geometrian oppimista. Tässä tutkimuksessa lähtökohtanani oli olettaa, 
että toiminnallinen, ongelmalähtöinen sekä vuorovaikutteisuutta ja luovuutta tukeva 
tesselaatioon nojautuva Laatoitusprojekti antaa hyvät mahdollisuudet geometrian 
oppimiseen ja geometrisen ajattelun tukemiseen osallistaen myös niitä oppilaita, 
joilla on matematiikan oppimisvaikeuksia. Näin voidaan ajatella tapahtuneen ainakin 
tapausesimerkkinä tarkastelluilla oppijoilla. Tutkimukseni pyrki luomaan sellaisen 
kokemuksellisen oppimisympäristön, jossa oppilaan oma ajattelu ja toiminta edistävät 
oppimista. Sosiaaliset vuorovaikutustaidot ja ryhmässä työskentely toimivat tässä 
ympäristössä myös ymmärryksen edistäjinä. 
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10.3  Tutkimuksen käytettävyys 
Geometrian oppimisympäristön tulisi teoriataustan mukaan olla toiminnallinen ja 
kokemuksellinen. Ohjaus- ja opetusjärjestelyt tulisi suunnitella sellaisiksi, että ne 
mahdollistavat monenlaiset oppimisprosessit ja erilaiset oppimispolut kunkin oppijan 
oppimistyyli ja -valmiudet huomioiden. Yhdellä tavalla toteutettu opetus auttaa joita-
kin, mutta ei kaikkia oppilaita. Opettajan tulee edelleen tarkastella omaa opetustaan 
ja ohjaustaan kriittisesti. Pitäisikö siis opetuksen lähtökohdaksi ottaakin erilaisuus 
”normaalin” kehityksen sijaan ja kehittää erilaisuuden pedagogiikkaa? (S. Väyrynen, 
henkilökohtainen tiedonanto 21.12.2010). Erityiskasvatuksen uuteen lainsäädän-
töön tukeutuen ymmärrän Laatoitusprojekti-oppimisympäristön edustavan myös 
pedagogista tukea erityisoppilaalle yleisopetuksen ryhmässä. Nykyisessä kehityksessä 
kouluissa on tultu tilanteeseen, jossa on etsittävä ratkaisuja oppilaiden moninaisuuden 
kohtaamiseen muualta kuin lisääntyvän oppilasmäärän siirtämisestä pienryhmiin ja 
erilliseen erityisopetukseen. Laatoitusprojektin kaltaisessa opetuksen eriyttämisrat-
kaisuissa käytetään uudistuneen perusopetussuunnitelman mukaisesti monipuolisia 
työtapoja, joiden avulla tuetaan ja ohjataan oppilaan oppimista. (Opetushallitus 
2015.) Pyrkimyksenäni on ollut kehittää oppimisen, ajattelun ja ongelmanratkaisun 
taitoja, vuorovaikutteista oppimista ja yhdessä työskentelyä sekä aktiivista osallistu-
mista. Tärkeänä pidän myös tutkijoiden näkemystä uudistuvan opetussuunnitelman 
suotuisasta vaikutuksesta geometrian oppimiseen. (Halat 2006, 3.) 
Laatoitusprojektiin 2006 käytetty aika (noin 30 tuntia) on aikaisempien tutki-
musten mukaan riittävä geometrisen ajattelun kehittymisen mittaamiseen (vrt. Halat 
2006; van Hiele 1957; Silfverberg 1986, 1999). Työskentelyaika olisi syytä säilyttää 
vuoden 2006 tasolla, jotta geometrisen ajattelun kehittymisen mittaaminen olisi luo-
tettavaa. Tutkivassa oppimisessa on pidetty keskeisenä ongelma- ja opiskelijalähtöi-
syyttä sekä pyrkimystä antaa opiskelijalle ”aikaa ajatella” (Blair 2014; Karjalainen, Alha 
& Jutila 2003;). Geometrinen ajattelu edellyttää keskittymistä ja riittävän rauhallista 
työskentelyilmapiiriä, jota koulutyön hektisessä arjessa voi olla vaikea tuossa määrin 
järjestää. Mittareiden määrittämiseen on kuitenkin kiinnitettävä erityistä huomiota 
jatkotutkimuksissa. Tutkimushenkilöiden suuresta määrästä (testattuja oppilaita 
39 vuonna 2003, 198 vuonna 2005 ja 183 vuonna 2006) johtuen tutkimustulokset 
voivat olla yleistettävissä. Tämän tutkimuksen toistettavuus on osoittautunut jo eri 
tutkimusvaiheissa mahdolliseksi. 
Uudistuva opetussuunnitelma on merkityksellinen siinä, miten luovuutta ja oppilaan 
ajattelua kehittävää toiminnallisuutta ja ongelmalähtöisyyttä voidaan tulevaisuudessa 
perusopetuksessa toteuttaa. Moderni oppimistutkimus painottuu konstruktivistiseen 
näkökulmaan, jonka mukaan aito oppiminen merkitsee oppilaan oman kokemusmaa-
ilman uudelleen organisoitumista. Tämä edellyttää oppijalta luovuutta ja aktiivista 
toimintaa. Matemaattinen osaaminen suomalaisessa peruskoulussa on saanut kan-
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sainvälistä arvostusta. (Laukkanen 2010.) Jotta tuo arvio säilyisi oikeana, on kehitys-
pyrkimyksiä kohdennettava edelleenkin matematiikan perusopetukseen. Opettajan 
pedagoginen ajattelu ja toiminta on hyvä jatkossakin suunnata kohti oppilaiden ajattelun 
ja ymmärryksen edistämistä sekä heidän hyvinvointinsa vaalimista. (Patrikainen 2012, 
336.) Tutkimukseni tärkeäksi lähtökohdaksi perustui juuri oppilaan mahdollisimman 
suotuisa kehittyminen hänen yksilöllisten edellytystensä mukaisesti. 
Tutkimuksessani toteutui edelleen Tynjälän (2004, 174–190) sekä toisaalta Witt-
mannin (2001, 1-20) tavoite sillan rakentamisesta teorian ja käytännön opetuksen 
välille. Vuorovaikutteisessa yhteistyössä kehittyi tutkimusta, tieteellistä tietoa, 
ammattitietoa ja opetusta yhdistävä toimintaympäristö. Tuo toimintaympäristö 
merkitsi minulle tutkijana enemmän kuin edes osasin työni alussa ymmärtää. Yh-
teiset kokemukset oppilaiden ja kollegoiden kanssa, elämän jatkuminen ympärillä 
inhimillisine piirteineen ja vuosien edetessä ajan rajallisuuden tiedostaminen olivat 
kaikki kasvattamassa minua näkemään työni tärkein alue – turvallinen kouluyhteisö 
– jonka suojissa yksilöllinen kasvu mahdollistuu. Jokaisen osallistujan läsnäolo on
tärkeää. Eräät tähän tutkimusympäristöön kuuluneet ehtivät poistua keskuudes-
tamme ennen kuin sain työni valmiiksi.
Tutkimus- ja kehittämishankkeeni on ollut ajallisesti pitkäkestoinen. Moni asia 
ympärillä on muuttunut. Tutkimusprosessini aikana ei tarve geometrian oppimis-
ympäristötutkimukseen kuitenkaan ole vähenty nyt, sillä tämänkaltainen geometrian 
perusopetuksen tutkimus on ollut maassamme 2000-luvulla melko vähäistä. (Krzy-
wacki ym. 2012.) Tämä tutkimus tuo geometrian opetuksen ja sen kehittämisen 
tutkimuskentälle uutta ja aikaisemmin esiintymätöntä näkökulmaa. Tesselaation 
opettamiseen liittyvä tutkimus ei ainakaan Suomessa ole ollut kovin yleistä. Työllä 
on siten selkeä paikkansa matematiikan opetuksen kentässä geometrian oppimisen 
kehittämiseksi oppilaita aikaisempaa osallistavampaan suuntaan. Tällaisesta luok-
kahuoneessa toteutetusta tesselaatioiden tutkimukseen perustuvasta geometrian 
opetuksesta ei suomalaisessa peruskoulussa ole aiemmin tehty väitöskirjatutkimusta.
Tutkimus on sovellettavissa perusopetuksen kentälle, koska kuka tahansa perus-
opetukseen pätevöitynyt opettaja voi pyrkiä kehittämään oppilaidensa geometrisia 
valmiuksia hyödyntäen tämän tutkimuksen tuomaa tietoa ja menetelmällisiä valintoja. 
Tutkimuksen siirrettävyyden osalta opettaja tekee omat didaktiset valintansa, eivätkä 
tässä tutkimuksessa esitetyt perusteet välttämättä toimi kaikissa opetusryhmissä. 
Oppilaantuntemus on keskeinen lähtökohta tämänkaltaisen opetuskokonaisuuden 
kehittämisessä. Tutkimus avasi myös tärkeitä yhteyksiä perusopetuksen opetus-
suunnitelman perusteiden ja käytännön kasvatustyön välillä. Toimintatutkimuksen 
tavoitteena olleet ajattelun taitojen, vuorovaikutustaitojen, ongelmanratkaisutaitojen 
sekä luovuuden kehittäminen linkittyvät opetussuunnitelman perusteiden oppi-
miskäsitykseen, oppimisympäristöön, toimintakulttuuriin sekä työtapoihin. (Ope-
tushallitus 2015.) Tutkimus toi esiin erilaisen näkökulman toteuttaa kasvatusta ja 
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opetusta koululuokassa. Se piirsi näkymän koulupäivän arkeen, ja siksi tutkimuksen 
hyödynnettävyys perusopetuksessa ja opettajien koulutuksessa ja opettajien täyden-
nyskoulutuksessa on ilmeinen. 
10.4  Tutkimuksen eettiset kysymykset ja tutkijan positio
Opettajuuteni perustaksi on vuosikymmenien varrella rakentunut oppilaiden yksi-
löllisten edellytysten tukeminen. Laaja-alainen opettajuus avartaa näkemykseni yli 
oppiainerajojen tapahtuvaan kasvuun ja kehitykseen. Oppilaan uskomukset itsestään 
matematiikan osaajana ja yleensä matematiikasta ovat vahvasti yhteydessä hänen suo-
riutumiseensa koulumatematiikan opiskelussa. (Kupari & Välijärvi 2005.) Oppilaan 
matemaattisen ajattelun kehittyminen voikin jäädä omien väärien uskomusten vuoksi 
vaatimattomaksi. Tämän vuoksi opettajan olisi oltava tietoinen oppilaidensa usko-
muksista itsestään matematiikan osaajana. (Perkkilä 2002.) Pedagoginen suunnittelu 
ja oikea-aikainen kannustus antavat tilaisuuksia jokaiselle oppijalle onnistumisen 
elämyksiin matematiikan opiskelussa ja mahdollisuuden kehittää omia matemaattisia 
taitojaan. Tutkimusprosessin edetessä ja vuosien kuluessa olen kokenut myös oman 
kasvuprosessini tutkijana, opettajana ja kasvattajana olevan murroksessa. Muuttu-
vassa yhteiskunnassa, työssä ja opinnoissa tarvitaan uudenlaisia ihmisenä olemisen, 
tietämisen ja taitamisen tapoja ja kansalaisen taitoja. Tiedon määrä ja olemus, tek-
nologian suuri rooli ja yhteiskunnalliset muutokset siirtävät oppimisen painopistettä 
uudenlaisiin tiedollisiin ja taidollisiin osaamisvaatimuksiin.
Atjonen (2004) pitää hyvänä kasvatustieteen tutkimuksesta saatua välitöntä hyö-
tyä kouluun ja koulutuspolitiikkaan sekä kasvatuksellisen tiedon lisäämistä. Siihen 
tämäkin tutkimus pyrkii. Tarvitaan myös yksilöllistä moraalista harkintaa, sillä tut-
kimuksessa ja sen tuloksissa on aina mukana myös tutkijan vaikutus. (Lankshear & 
Knobel 2004, 74.) Tutkimusprosessi on kokemukseni mukaan niin vaativaa työtä, että 
uskoisin olevan inhimillistä joskus väsyä näiden eettistenkin haasteiden viidakossa. 
Oma näkemykseni on, ettei kasvatustiede ole kadottanut yhteyttä hyvään. Hyvän 
olemus ja ilmentymä saavat omat kasvonsa kunkin kasvattajan, opettajan ja tutkijan 
kohdalla. Kasvatuksen ja opetuksen tarkoitus on entistä voimakkaammin tukea lapsia 
kasvamaan eheiksi ihmisiksi – ihmisiksi, jotka luottavat itseensä ja uskovat olevansa 
tarpeeksi hyviä sellaisena kuin ovat. Kun ihmisen turvallisuuden ja hyväksynnän tar-
peet tyydyttyvät, on mahdollista kasvaa luovaksi osaajaksi, jollaista ihmistä tämä aika 
tarvitsee. Kasvatustieteellä sinällään on eettinen perusta, jossa jokainen sen parissa 
tavalla tai toisella työskentelevä ainakin pyrkii pysyttäytymään. Näistä lähtökohdista 
siirryin aikoinaan yliopistomaailmasta koulun arkeen suorittamaan tätä tutkimustani. 
Tunnistan itsessäni tutkijan moraalisen ja eettisen vastuun. Toimin tutkijana osana 
tutkittavaa maailmaa, edustaen vilpitöntä totuuden etsijää. (ks. Alasuutari 1994.)
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Tutkimusaineistojen avaaminen julkisesti voi askarruttaa ainakin ensikertalaista 
tutkijaa. Tutkimustiedon avoimuus on kuitenkin perusteltu tavoite tutkimuksen 
laadun, toistettavuuden ja tieteellisen ymmärryksen kasvun kannalta. Analyysin yh-
teydessä nousee esiin tutkimustulosten luotettavuuskysymys ja eettiset kysymyksetkin 
vaativat pohdintaa. Onko moraalini tutkijana ollut riittävä? Luotettavuutta lisää 
tutkijan ote työhönsä. Naturalistinen ote merkitsee pyrkimystä tavoittaa tutkittavien 
oma näkökulma. Tutkija ei testaa muiden teorioita, vaan luo omansa. Laadullisessa 
tutkimuksessa ei puhuta syystä vaan selityksestä. Tutkimuksen ajatuksellinen yh-
tenäisyys lisääkin uskottavuutta. (ks. Eskola & Suoranta 2005.) Ongelmaksi voi 
koulukulttuurissa tapahtuvassa tutkimuksessa muodostua opettajan työtehtävän ja 
tutkijan roolin yhteensovittaminen. Kuinka opettaja toimii oman työnsä tutkijana? 
Hallittu subjektiivisuus sallii minun tutkijana tiedostaa omat lähtökohtani: tunnustaa 
sen, että ne vaikuttavat aineiston hankintaan ja johtopäätösten tekoon. 
Tutkijan positiolla tarkoitetaan tutkijan suhdetta tutkimusongelmaan, aineistoi-
hin ja menetelmiin. Positio voi muun muassa vaikuttaa merkittävästi siihen, miten 
tutkija tulkitsee aineistoaan ja ymmärtää siinä olevia merkityksiä ja millaisia tutki-
mustuloksia tutkija tuottaa. (Saaranen-Kauppinen & Puusniekka 2006.) Tutkijan 
esiymmärryksen ja taustanäkemysten auki kirjoittaminen ei ole helppoa. Samalla 
tutkimus asetetaan alttiiksi kriittiselle tarkastelulle. Millaisia positioita minulla on 
ollut tässä tutkimuksessani? Tähän kysymykseen on monta vastausta. Olen pohtinut 
esimerkiksi miten oma esiintymiseni muuttui eri tutkimusvuosina. Laatoitusprojektin 
neljää eri toteutusta tarkastellessani voin todeta kuinka suuri merkitys on osallisuu-
della ryhmässä työskennellessä. Kohtasin tutkimusprosessin aikana yllätyksellisiä 
tilanteita ja lukuisia ihmisiä, ja monet näistä herättivät voimakkaita tunteita. Itse 
koin kiintymystä erityisesti niitä oppilaita kohtaan, joiden kanssa yhteistyötä tehtiin 
kauimmin. Oppilasjoukko ja opettajakollegajoukko sisältävät persoonia, joista eräiden 
kanssa ”kemiat” kohtaavat helpommin ja yhteistyö on joustavampaa. Tätä kiintymystä 
minun oli tietoisesti hillittävä, jotta antaisin ainakin ohjauksessani olleille tasapuoli-
sesti samat mahdollisuudet. Vuosien kuluessa harjaannuin ja opettelin säilyttämään 
asianmukaisen etäisyyden tunnetasolla. Ymmärrän positioni vaihdelleen muuttuvissa 
tilanteissa. Tutkimusprosessin aikana olen kokenut onnistumisia ja epäonnistumisia. 
Kuitenkin ymmärrän, että tunneperäisesti reagoimisen ei tarvitse vähentää tutkijan 
ammattimaisuutta tai asiantuntijuutta. Tutkijan persoona on aina osa tutkijan identi-
teettiä – ja samanaikaisesti osa tutkimusta. (vrt. Saaranen-Kauppinen & Puusniekka 
2006.) Tutkijan mieltäni kiinnostanut kirjoittamaton alaongelma etsi vastausta myös 
kysymykseen ” Millainen yhteys muilla oppilaiden taustatekijöillä oli geometrian 
oppimiseen?” Tähän löysin tutkimukseni aikana vain viitteellisiä arvoja. Eräs vaikut-
tava tekijä on koulu-aste. Alakoululaiset ovat alttiimpia tekemään kaiken annettujen 
ohjeiden mukaan. Yläkoulussa, varsinkin yhdeksäsluokkalaisten keskuudessa ”elää” jo 
kapinahenki, joka saa esimerkiksi jättämään nimeämättömän ja sotketunkin testipa-
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perin. Oppilas ei tahdo yrittää parastaan, vaan on mukana, koska on ”pakko”. Taustalla 
voivat olla monenlaiset ongelmat. Laaja-alaisena erityisopettajana pääsin tutustumaan 
yläkoulun käytännössä siihen kirjoon, joka voi toisaalta olla este oppimiselle ja toi-
saalta jarru edes yrittää hyödyntää omia resurssejaan. Tällaiset psykososiaaliset sekä 
kognitiiviset vaikeudet muodostavat yhden taustatekijöiden joukon tässäkin tutkimuk-
sessa. (Rutter 1993.) Vaikea-asteisia matemaattisia oppimisvaikeuksia on eri maissa 
tehtyjen arvioiden mukaan noin 3-7 %:lla väestöstä (www.lukimat.fi) ja Suomessa 
OECD:n PISA tutkimuksen mukaan 5-7 %:lla ikäluokasta (Räsänen 2012, 68-77). 
Samanaikaisesti voi esiintyä myös kielellisiä, hahmottamisen tai tarkkaavuuden ja 
toiminnanohjauksen häiriöitä. Motivointi on ollut merkityksellistä useille oppilaille, 
niin myös tässä tutkimuskontekstissa. Haasteellisimpia ovat olleet juuri ne oppilaat, 
jotka ovat kyseenalaistaneet matematiikan tarpeellisuuden. Oppilaat, joilla on heikot 
oppimisedellytykset, asennoituvat usein matematiikkaan siten, että se on oppiaineena 
vaikea ja tarpeeton ja sitä on vain pakko opiskella. (Laakkonen 2007, 145-159.) Syynä 
tähän asennoitumiseen voivat olla juuri matematiikan oppimisvaikeudet. Toisena, vielä 
yleisempänä syynä ovat matematiikan opettamisen olosuhteet ja menetelmälliset teki-
jät. Motivaation herättäminen ja sen säilyttäminen oppimistilanteessa on keskeisessä 
asemassa, jotta onnistumisen kokemuksia syntyisi. Opettajan on todettu vaikuttavan 
esimerkiksi vanhempia enemmän oppilaiden motivaatioon opiskella matematiik-
kaa. Opettajan tuki ja arvostus oppilasta kohtaan ovat parhaat motivaation lähteet. 
(Stipek 1998.) Tämän tutkimuksen perusteella oppilaiden motivaatio geometrian 
oppimisympäristössä kasvoi kokemuksellisuuden ja luovuuden tukemana. Oppilaiden 
onnistumisen kokemukset kokivat huipentuman omien taideteosten tuottamisessa. 
Oppimisen ja luovuuden yhdistelmässä oppilas onkin motivoitunut tekemäänsä ja 
kokee siihen aitoa rakkautta. (vrt. Hennessey & Amabile 1988.) 
Atjonen (2004) korostaa akateemisen ja ammatillisen paradigman yhdistämiseen 
pyrkivää opettajankoulutustraditiota ja toivoo alalle tutkivia ja kehittäviä opetus- ja 
kasvatusalan vuorovaikutteisia asiantuntijoita. Oma panokseni tuohon haasteeseen 
on perehtymisessäni geometrian perusopetukseen yleisen pedagogiikan ja myös 
erityispedagogiikan näkökulmista. Didaktinen opetuksen tutkimuksen traditio 
näkeekin Patrikaisen (2012, 4) mukaan opettajan ennen kaikkea reflektiivisenä, tut-
kivana opettajana, joka on valmis kehittämään itseään ammatillisesti. Kokemukseni 
projektityöskentelystä kaikkien 1.–9.-luokkalaisten oppilaiden kanssa jäivät pysyvästi 
mieleeni ja innoittavat edelleen luomaan ja vahvistamaan uusien matematiikan tai-
tajien kehittymistä suomalaisessa peruskoulussa. Tutkimusvuosina sain rohkaisua 
monilta mukana olleilta kollegoilta, joka sekin antoi uskoa työni merkitykselle 
koulumaailmassa. Sydäntäni lähinnä ovat kaikki koulutyössäni tapaamani oppilaat 
unohtamatta niitäkään oppilaita, joilla oli oppimisvaikeuksia matematiikassa ja 
kenties muissakin oppiaineissa. Heitäkin tahtoisin ohjata luovuuteen ja seikkailuun 
matematiikan ihmeellisessä maailmassa. 
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10.5 Jatkotutkimusaiheita
Tavoitteenani on laajentaa ja syventää Laatoitusprojekti jatkossa koko perusopetusta 
koskevaksi oppimisympäristöksi. Tutkimuksessa on myös rajattomat mahdollisuudet 
tarkastella oppilasainesta yksilöllisistä lähtökohdista. Mielenkiintoista olisi tutkia 
myös sukupuolen yhteyttä geometrisen tiedon omaksumiseen sekä geometriseen 
ajatteluun van Hielen teorian mukaisessa tasomittauksessa. Opettajien ja opetta-
jiksi opiskelevien geometrisen ajattelun tasoa on tutkittu Suomessa ja muuallakin 
maailmassa (Halat 2008a, 2008b; Halat & Sahin 2008; Jones 2000; Joutsenlahti & 
Vainionpää 2009; Keranto 2005; Knight 2006; Muyeghu 2008). Pitäydyn kuitenkin 
opettaja-tutkijan roolissani ja ulotan mielenkiintoni vain oppilaisiin tutkimushenki-
löinä. Kiinnostavaa olisi kuitenkin rakentaa tutkimuskenttää alakoulusta yläkouluun. 
Geometrian opetukselle tulisi perusopetuksen ajan varata riittävästi tilaa matema-
tiikan opetuksen yhteydessä. Kuviossa 50 oleva alkuopetuksen oppilas osoittaa, että 
laatoituksen problematiikkaa voidaan toteuttaa jo ensimmäiseltä luokalta alkaen. 
Geometrian taideteoksia tuottava oppimisympäristö herätti myös yleistä kiinnostusta, 
ja paikallislehden toimittaja jakoi Laatoitusprojektia koskevaa informaatiota alueen 
lukijakunnalle kuvion 51 mukaisesti.
KUVIO 50. Ekaluokkalaisen laatoitusta KUVIO 51. Tutkija-opettaja ohjaamassa 
Laatoistusprojekti on mahdollista toteuttaa jopa lukiossa varsinkin, jos oppimis-
ympäristö siirretään osin virtuaalioppimisen kentälle. Matematiikan verkkoympäris-
töopetus on osa tulevaisuuden koulua Suomessakin. (Merenluoto & Hurme 2007, 
360-369; Merenluoto, Hurme & Salonen 2007, 206-214.) Laatoitusprojekti on 
toteutettavissa virtuaaliympäristössä ainakin geometristen käsitteiden harjoittelun, 
lähtötasotestin, geometrian testin ja oppilaiden itsearvioinnin osalta. Geometrian 
testin suorittaminen e-ympäristössä mahdollistaa lisäksi analysoinnin yhtenäisyyden 
ja jopa samanaikaisuuden. Sosiaalisten taitojen ja luovuuden harjoittaminen eivät 
kuitenkaan saa jäädä vähemmälle, koska niihin juuri perustuu tämän oppimisym-
päristön vahvuus. 
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Tutkimukseen liittyvää opetusmenetelmällistä kehittelyä voidaan hyödyntää niin 
käytännön kouluopetuksen ja opettajankoulutuksen kuin opetuksen tutkimuksenkin 
piirissä. Laatoitusprojektin voisi sisällyttää opettajien perus- ja jatkokoulutukseen 
ja seurata opettajien toimintaa tuossa kontekstissa. Tutkimus tarjoaakin nykyisille 
ja tuleville opettajille vaihtoehtoisen opetusmenetelmän, jonka avulla he voivat 
reflektoida omia toimintatapojaan. Lisäksi tutkimuksen tuottama tieto suomalai-
sesta geometrian opetuksesta tarjoaa uusia näkökulmia matematiikan opetuksen 
kehitys- ja tutkimustarpeisiin sekä kansallisesti että kansainvälisestikin. Tuloksista 
saatua tietoa voidaan hyödyntää myös opetussuunnitelman kehittämisessä, oppilai-
den oppimisprosessin tukemisessa sekä eri aineiden opettajien yhteistyömuotojen 
kehittämisessä. Oma mielenkiintoni kohdistuu myös Laatoitusprojektissa tämän 
tutkimusprosessini aikana mukana olleisiin oppilaisiin. Mitä oppilaat ajattelevat pro-
jektista ja sen merkityksestä aikuisena? Tällainen retrospektiivinen tutkimus voisi olla 
varsin mielenkiintoinen toteuttaa. Olisi myös kiinnostavaa tavoittaa aineenopettajien 
näkökulma tämänkaltaisessa tutkimuksessa. Mitä mieltä matematiikan opettajat ovat 
tästä tutkimuksesta? Miten kuvataidekasvatuksen opettajat suhtautuvat geometrian 
ja kuvataiteen integroimiseen perusopetuksessa? Millaisia sovellusmahdollisuuksia 
Laatoitusprojekti antaa erityisopettajille? Toivon tämän tutkimuksen ennen kaikkea 
tuovan rohkeutta uusille luokanopettajille testata omia didaktisia ja pedagogisia ra-
jojaan ja sallia oppilailleenkin mahdollisuus kokea tesselaatioiden tutkimisen kautta 
avautuvan geometrian innovatiivinen kauneus. 
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LIITE 4 
Laatoitusprojektin itsearviointilomake 
Nimi ________________________________Luokka__________Pvm________
Arvioi, millaista geometrian opiskelusi ja oppimisesi on ollut laatoitusprojektin
aikana?
1. Millaisia asioita opit?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
2. Miten osallistuit opetukseen (viittasitko, keskustelitko, kuuntelitko, autoitko muita 
oppilaita)?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
3. Mikä oli sinulle mieluisin tapa työskennellä (yksin, parin kanssa, ryhmässä)?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
4. Miten hyvin ymmärsit asetetut ongelmat ja annetut tehtävät?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
5. Millaisena koet tällaisen geometrian oppimisympäristön?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
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6. Mistä pidit eniten Laatoitusprojektin aikana?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
7. Mitä asioita muuttaisit, jos Laatoitusprojekti toteutettaisiin uudestaan?
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
_________________________________________________________________
Yhteistyöstä kiittäen ! Lopetustilaisuus ma 29.5. klo 12-13!
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LIITE 5
I Laatoitusprojektin (2003a) tuntisuunnitelmat ja niiden toteutumisen kuvaus 
1.TUNTI 
ti 07.01.03
10.30–11.15
AIHE 
Geometrian alkutesti.
Projektityön ja geometrian testin esittely.
Geometrian alkutesti, jolla mitataan geometrisen 
ajattelun tasoa van Hielen kehitysteoriaan poh-
jautuen.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste 
kynä, kumi, viivain
Kuvaus tunnista:
”Opettajaa jännitti alkava tutkimusprojekti. Oppilaat hämmästelivät testimonisteen 
kolmiosaisuutta, mutta suorittivat tunnollisesti kaikki tehtävät . Luokassa vallitsi 
odottava ilmapiiri, vaikka oppilaat eivät esittäneet kysymyksiä. Oppilaat olivat tot-
tuneet oppituntien videointiin ja valokuvaukseen, joten he suhtautuivat kohteena 
oloonsa luontevasti” (Korkatti 2003a).
2.TUNTI 
ke 08.01.03
11.45–12.30
AIHE
Projektityön käynnistäminen. Geometrian 
kertausta.
Ryhmien muodostaminen. 
Säännöllisten monikulmioiden mallikuviopaketin 
jako.
Keskeisten tasogeometristen käsitteiden kertaus.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Mallikuviosarja, joka on työstetty 
1mm:n vahvuisesta valkoisesta 
muovista.
kynä, kumi, viivain
piirtokolmio
Kuvaus tunnista: 
”Oppilaat muodostivat työpareja pöytäkunnittain. Vierustoverit toimivat yhdessä ja 
ryhmät olivat suorassa katsekontaktissa toisiinsa. Oppilaat piirsivät tasogeometrian 
peruskuviot taululle ja nimesivät ne. Yhteisesti keskusteltiin kuvioiden osista ja 
ominaisuuksista. Käsitteiden kertaamisessa luokan oma opettaja teki täsmennyksiä 
ja perusteli näkemyksiään. Hän kertoi olevansa hyvin kiinnostunut geometriasta ja 
osallistuneensa George Malatyn useille koulutuskursseille. Tutkija totesi opettajan 
olevan hyvin tarkka oikeiden geometristen käsitteiden käytössä” (Korkatti 2003a). 
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3.–4.TUNTI 
to 09.01.03
11.45–12.30 
ja
13.45–14.30
AIHE
Tehtävä 1. Millä annetuista säännöllisistä 
monikulmioista (kolmio, neliö, viisikulmio, 
kuusikulmio ja kahdeksankulmio) tasopin-
nan peittäminen onnistuu?
TARVIKKEET JA VÄLINEET
samat kuin edellä
värillistä kartonkia
sakset, liima
piirtoheitin
värillisiä kalvokuvioita
piirtoheitin tusseja
Kuvaus tunnista:
”Oppilaat kopioivat kuviot kerran toisensa jälkeen suurelle paperiarkille ja leikkaavat 
kuviot ja liimaavat ne peitettävälle pinnalle. Luokassa vallitsee tekemisen meininki. 
Jokaisen kuvion osalta keskustellaan ryhmissä laatoituksen onnistumisesta. Sovittuina 
rajoituksina on se, että kuviot eivät saa mennä päällekkäin eikä niiden väliin saa jäädä 
aukkoja. Oppilaat työskentelevät huolellisesti ja pyrkivät noudattamaan noita rajoittei-
ta. Pohdittavana on kuvioiden kärkipisteiden kohtaamispaikat. Yhdessä keskustellaan 
muodostuvien keskuskulmien suuruuksista. Oppilaat saavat esittää piirtoheittimellä 
värillisten muovikuvioiden avulla todistamisen peiton aukottomuudesta. Kaikki ovat 
yksimielisiä siitä, että säännöllinen viisikulmio ei sovi laattapohjaksi, koska se jättää 
pintaan aukkoja. Samoin säännöllinen kahdeksankulmio hylätään laattana, koska 
sen käyttö saa aikaan päällekkäisyyttä. Oppilaat keskustelevat nyt vilkkaasti kotiensa 
laatoitetuista pinnoista ja tuntuvat oivaltaneen siellä olevien suosituimpien laattojen 
muodon perusteen. Osa oppilaista jatkaa laatoitusta ajanpuutteen vuoksi kotonaan” 
(Korkatti 2003a).
5.TUNTI 
pe 10.01.03
12.45–13.30
AIHE
Tehtävä 2. Onnistuuko tasopinnan peittä-
minen mielivaltaisen kolmion muotoisella 
kuviolla?
TARVIKKEET JA VÄLINEET
samat kuin edellä
Kuvaus tunnista:
”Mielivaltaisen kolmion muodon ymmärtäminen vaatii tarkennusta. Oppilaat tuotta-
vat omat mielivaltaisen muotoiset kolmiot ja kokeilevat tasopinnan peittämistä niiden 
avulla. Useat heistä ottavat nyt rohkeasti käyttöön monia eri värejä laattapohjiin. 
Näin saadaankin aikaan yksilöllisiä koeasetelmia, joita käydään esittelemässä muille 
ryhmän jäsenille. Keskustelu pinnan peittymisestä rajoitusten puitteissa saa enemmän 
ymmärrystä ja piirtoheittimelle todistamaan onkin tarjolla jo useampia oppilaita. 
Laatoituksen idea alkaa aukeamaan? Osa oppilaista jatkaa laatoitusta ajanpuutteen 
vuoksi kotonaan” (Korkatti 2003a).
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6.TUNTI 
ti 14.01.03
10.30–11.15
AIHE
Tehtävä 3. Onnistuuko tasopinnan peittämi-
nen mielivaltaisen nelikulmion muotoisella 
kuviolla?
TARVIKKEET JA VÄLINEET
samat kuin edellä
 Kuvaus tunnista:
”Mielivaltaisen nelikulmion osalta kerrataan kuperan ja kovera nelikulmion käsitteet 
ja oppilaat käyvät piirtämässä taululle näistä esimerkkikuviot. Jokainen saa valita 
oman mielensä mukaisen muodon. Uskallusta rohkeisiin valintoihin värien tai koon 
osalta ei tunnu puuttuvan. Saammekin hienoja töitä esille luokan seinille. Yhdessä 
keskustellaan taas laatoituksen onnistumisesta ja oppilaita viehättää ajatus näinkin 
omintakeisista laattamuodoista. Laskennallinen perustelu tulee taas sujuvasti yhtei-
seen esitykseen. Tutkija arvelee jo oppilaiden väsyvän tai menettävän mielenkiinton-
sa. mutta huoli on turha. Hyvin kiinnostus säilyy. Osa oppilaista jatkaa laatoitusta 
ajanpuutteen vuoksi kotonaan” (Korkatti 2003a).
7.-8. TUNTI 
ke 15.01.03
11.45–12.30 
ja
to 16.01.03
12.30–13.15
AIHE
Tehtävä 4. Kukin ryhmä suunnittelee oman lo-
golaatan siirtomuuntelu-menetelmän avulla.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
samat kuin edellä
A6 kokoista värillistä kartonkia 
Kuvaus tunnista:
”Opettaja näytti siirtomuuntelumenetelmän toteutuksen piirtoheittimen ja värillisten 
kalvojen avulla. Osa oppilaista kehotti opettajaa tekemään sen useampaan kertaan. 
Siirtomuuntelu vaikutti vaikealta. Opettaja kierteli ohjaamassa kutakin ryhmää tar-
peen mukaisesti. Muutamien harjoituskertojen jälkeen alkoi jo syntymään ikiomia 
tuotoksia. Oppilaiden luovuus pääsi valloilleen heidän tehdessä valintoja originellien 
laattojen muodon ja värin osalta. Lopuksi työt kehystettiin ja tekijät nimettiin. Luo-
kassa vallitsi ”ateljee ja tehdas” tunnelma. Luomistyövaiheessa oppilaat työskentelivät 
hyvin keskittyneesti ja hiljaa. Kun oman laatan muoto oli selvillä, alkoi vilkas laat-
tojen tuottaminen. Osalla oppilaista työ jäi kesken ja sovitusti tekivät sen kotonaan 
valmiiksi” (Korkatti 2003a). 
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9.TUNTI 
to 16.01.03
13.15–14.00
AIHE
Taidenäyttelyn pystytys. 
Valmiiden töiden yhteinen arviointi ja palau-
te.
Keskustelu projektin osaongelmien ratkaisu-
vaihtoehdoista.
TARVIKKEET JA
VÄLINEET
samat kuin edellä
A6 kokoista värillistä kartonkia, 
nastoja
Kuvaus tunnista:
”Kaikki valmiit työt kootaan yhdessä luokan läheisyyteen käytävälle taidenäyttelyksi. 
Ryhmät arvostelevat omia ja toistensa aikaansaannoksia. Keskustellaan lopputu-
lokseen vaikuttavista tekijöistä. Lopuksi keskustellaan projektin osa-ongelmien 
ratkaisuvaihtoehdoista niissä ilmenneistä vaikeuksista. Oppilaat ovat avoimella ja 
rohkealla mielellä osallisina keskustelussa. Lähes jokaisesta heijastuu mielihyvä omasta 
aikaansaannoksesta” (Korkatti 2003a).
10.TUNTI 
pe 17.01.03
12.45-13.30
AIHE
Geometrian lopputesti.
Projektityöskentelyn oppilaskohtainen arvi-
ointi
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste 
kynä, kumi, viivain
itsearviointilomake 
Kuvaus tunnista:
”Vaikka Laatoitusprojektia oli aikataulutettu hyvissä ajoin ennen sen toteutusta, kävi 
kuitenkin niin kuin monesti koulutyössä: viikoittainen työjärjestys eli koulujen muu-
toksissa ja projektipäivät ja –tunnit saattoivat muuttua alkuperäisestä suunnitelmasta. 
Näin kävi myös tutkijalle projektin viimeisenä päivänä. Lopputestin ja arvioinnin 
osalta tehtävä oli annettava luokanopettajalle, sillä Laatoitusprojektin toinen vaihe 
Oulun Normaalikoululla odotti avausta. Olin järjestänyt testipaperit ja arviointilo-
makkeet valmiiksi Haapavedellä. Luokanopettajan mukaan testi sujui ongelmitta ja 
itsearviointilomakkeenkin oppilaat täyttivät mielellään. Sain siten noutaa kyseisen 
aineiston valmiina itselleni sopivaan ajankohtaan. Näin sain toteutettua ensimmäisen 
Laatoitusprojektin” (Korkatti 2003a).
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LIITE 6
II Laatoitusprojekti (2003b) tuntisuunnitelmat toteutuksineen ja opettajan ku-
vauksen toteutetuista tunneista. Samankaltaisuuksien osalta I Laatoitusprojektin 
kanssa en kommentoi tilanteita.
1.TUNTI 
pe 17.01.03
09.25-10.15
AIHE
Geometrian alkutesti.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste 
kynä, kumi, viivain
Kuvaus tunnista:
”Oppilaille kerrottiin tulevasta Laatoitusprojekti opetuskokeilusta ja siihen liittyvistä 
testeistä. Maahanmuuttajataustaisten oppilaiden osallisuus velvoitti tutkijaa järjes-
tämään tarvittavaa kielellistä tukea testilomakkeen tehtävänannon ja käsitteistön 
ymmärtämiseksi omallakin äidinkielellä. Oppilaat muodostivat pöytäkunnittain 
työryhmät, joissa työskentelivät yhteistoiminnallisesti. Tämä oli perusteltua tiukan 
aikataulun vuoksi” (Korkatti 2003b).
2.-4.TUNTI 
pe 17.01.03
10.30–11.15 
12.45–13.30
 ti 21.01.03
10.30–11.15
AIHE
Mitä laatoitus tarkoittaa?
Geometristen tasokuvioiden ja kulmakäsit-
teen kertaus
Tehtävä 1. Millä säännöllisillä monikulmioilla 
laatoitus onnistuu aukottomasti ja ilman 
päällekkäisyyttä? Millä kuvioilla ei onnistu?
Tutki kuvioiden kärkipisteiden muodostamia 
kulmia?
TARVIKKEET JA VÄLINEET
oppilaan tehtävämoniste
matematiikan vihko
mallikuviosarja
kolmioviivain
kartonkia
saksia
liimaa
kyniä
värikyniä
piirtoheitin, kalvokuviosarja
Kuvaus tunnista:
”Tutkija ja opettaja johdattelivat oppilaita tuleviin toiminnallisiin tehtäviin. Oppi-
laat saivat ryhmäytyä pöytäkunnittain. Lähes jokaisessa ryhmässä oli ainakin yksi 
maahanmuuttajataustainen oppilas. Oppilaille luvattiin kuvataiteellinen vapaus 
materiaalin värivalinnoissa. Työskentely opetusharjoittelukoululla sisälsi enemmän 
jännitteitä, kuin edellinen koulukulttuuri. Oppilaat olivat tottuneet luokassa oleviin 
useisiin tarkkailijoihin oman luokanopettajansa lisäksi. Tutkijalle se loi kuitenkin 
paineita olla tekemättä asiavirheitä. Paikalle saattoi tulla jopa matematiikan laitokselta 
opiskelijoita – lehtoreista puhumattakaan. Joka tapauksessa opetustilanteet sujuivat 
suunnitellun mukaisesti. Yhteinen keskustelu siitä, mitä laatoitus tarkoittaa ja missä 
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lähiympäristössä olet kohdannut laatoitusta, sai aikaan vilkkaan keskustelun erilaisista 
kokemuksista. Lyhyt kertaus tasogeometrian käsitteisiin sujui myös oppilasaktiviteet-
teja tukien. Oppilaat esittivät myöskin taululla mielellään osaamistaan ja käsitteistö 
vaikutti olevan kaikin puolin oikeassa ymmärryksessä. Matematiikan vihkot varattiin 
muistiinpanojen tallentamista varten. Maahanmuuttajataustaiset oppilaat huomioitiin 
näissäkin keskusteluissa varmistellen kielellisten erojen vaikutuksia. Yhteinen kes-
kustelu tehtävän 1 ratkaisuvaihtoehdoista oli tutkijan mielestä jopa vilkkaampaa kuin 
edellisessä projektiluokassa. Oppilailla oli rohkeutta esittää tarkentavia kysymyksiä 
kulttuuritaustasta riippumatta. Uskoisin tuon seikan johtuneen juuri harjoittelukoulun 
omasta sisäisestä toimintakulttuurista. Toiminta on siellä hyvin hektistä. Oppilailla 
on saman päivän aikana useita opettajaksi opiskelevia aikuisia ohjaajinaan. He ovat 
tottuneet erilaisiin opetustapoihin, erilaisiin oppimisympäristöihin ja ennen kaikkea 
hyvin monipuoliseen oppimateriaalitarjontaan. Kiitos kehittyneen opettajankoulu-
tuksen” (Korkatti 2003b).
5.-6.TUNTI
ke 22.01.03
10.30–12.45 
AIHE
Tehtävä 2. Onnistuuko pinnan peittäminen 
mielivaltaisella kolmiolla?
Tehtävä 3. Onnistuuko pinnan peittäminen 
mielivaltaisella nelikulmiolla?
Perustele johtopäätöksesi!
TARVIKKEET JA VÄLINEET
matematiikan vihko
kolmioviivain
kartonkia
saksia
liimaa
kyniä
värikyniä
piirtoheitin, kalvokuvioita
Kuvaus tunnista:
”Tehtävien 2 ja 3 osalta laatoitus alkoi sujua joustavasti. Oppilaat työskentelivät 
rauhallisesti ja vielä innostuneesti. Yhteistä keskustelua käytiin töiden valmistu-
misen yhteydessä ja hyviä perusteluja omille ratkaisuille riitti. Pinnan peittyminen 
aukottomasti ja ilman päällekkäisyyttä oli näissä tehtävissä pitkälti huolellisuutta ja 
tarkkuutta koskevaa. Luovuus näyttäytyi rohkeinakin värivalintoina ja omintakei-
sina muotoina. Valmiita töitä aseteltiin luokan seinille ja ne herättivät kiinnostusta 
muissakin yliopiston opiskelijoissa ja koulun omissa opettajissa. Toiminnallinen 
oppiminen ja toimintamateriaalin käyttö osoittautuivat hyväksi yli kulttuurirajojen 
tapahtuvassa työskentelyssä. Tämä opintopäivä oli pidennetty kaksoistunti. Työtä oli 
paljon ja tutkijan mielestä kiire ei ole tällaisessa oppimisympäristössä kenellekään 
hyväksi. Tässä näyttäytyi nyt opetusharjoittelukoulun rajat työjärjestyksen muutta-
misen osalta. Oppilaita kehoitettiin saattamaan keskeneräiset työt esim. välitunneilla 
valmiiksi” (Korkatti 2003b). 
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7.TUNTI 
to 23.01.03
12.45–13.30 
AIHE
Tehtävä 4. Siirtomuuntelun avulla tuotettava 
oma logo, joka toimii peitettävän kartongin 
laattamallina.
Opettaja demonstroi siirtomuuntelun piirto-
heittimellä värillisen kalvon avulla.
Valmis työ kehystetään laajemmalle pohjalle, 
varustetaan nimellä ja asetetaan näytteille.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
matematiikan vihko
kolmioviivain
kartonkia
saksia
liimaa
kyniä
värikyniä
piirtoheitin, kalvoja
Kuvaus tunnista:
”Menetelmä on vaativa ja se jouduttiin toistamaan useampia kertoja. Kaikeksi onneksi 
luokassa oli useampia opetusharjoittelijoita, joten yhdessä ohjaaminen helpotti työn 
etenemistä. Oppilaat olivat innoissaan ikioman originellin laatan suunnittelutyöstä. 
Suunnittelu oli useimmilla hyvin perusteellista ja kriittistä. Värien valintaankin 
kiinnitettiin aikaisempaa enemmän huomiota. Logon voi halutessaan vielä värittää. 
Aika kului nopeasti ja työt oli vielä kehystettävä. Kun valmiita taideteoksia asetettiin 
koulun käytävälle esille, se sai yhden ja useammankin pysähtymään ja ihastelemaan 
sitä muotojen ja värien kirjoa. Joidenkin oli vaikea ymmärtää, että kuviot oli tuotettu 
neliöpohjalta. Taidenäyttelyä tarkastellessa käytiin vielä keskustelua: Miksi tehdas-
tuotanto perustuu pääasiassa neliölaattoihin? sekä Mitä etuja laattojen muodoilla voi 
olla toisiin muotoihin verrattuna? Näihinkin kysymyksiin oppilailta löytyi selkeitä 
vastauksia ja perusteluja” (Korkatti 2003 b). 
8.TUNTI 
pe 24.01.03
12.45–13.30 
AIHE
Geometrian lopputesti.
Oppilaille suunnattu itsearviointilomake.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste
kynä, kumi, viivain
Kuvaus tunnista:
”Oppilaiden ahkeraa testityöskentelyä seuratessa tutkija koki haikeutta tilanteessa, 
jossa Laatoitusprojekti sai päätöksensä. Oppilaat olivat tulleet jo opetusharjoittelussa 
tutuiksi ja projektityö yhdisti meitä monin tavoin” (Korkatti 2003b). 
Liitteet | 215
LIITE 7
III Laatoitusprojekti (2005) tuntisuunnitelmien ja toteutuksen kuvauksen opettajan 
näkökulmasta
1.-2.TUNTI 
ma 18.04.05 
12.15–14.00 
AIHE
Geometrian lähtötasotesti.
Testi suoritetaan mahdollisuuksien mukaan 
samanaikaisesti luokissa 5A,5B,6A ja 6B (N=70) 
opettajan valvonnassa
Testillä mitataan oppilaan geometrisen tietä-
myksen tasoa perusopetuksen 1-6 oppisisältö-
jen osalta
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste (LIITE 2)
kynä, kumi, kolmioviivain
Kuvaus tunneista:
”Lähtötasotesti onnistuttiin toteuttamaan kaikkien koulun viides- ja kuudesluokka-
laisten keskuudessa samanaikaisesti valvontoja vaihdellen. Oppilaista viisi oli poissa 
koulusta. Testiin varattu kaksoistunti osoittautui sopivaksi kaikkien hitaimpienkin 
suorittajien osalta. Saksan opiskelijoiden kyyditys kiirehdytti heidän koeaikaansa. Teh-
tävien 8.-10. osalta tehtävänanto vaati tarkentamista. Testi antoi tutkijalle arvokasta 
tietoa siihen asti omaksutusta geometrian oppiaineksesta. Koska opetussuunnitelman 
mukainen tavoitteisto oli aikataulullisestikin jo saavutettu, voitiin molempia tutki-
musryhmiä pitää samanarvoisessa asemassa Laatoitusprojektin testeissä onnistumisen 
osalta. Ensimmäinen tarkennus toteutuksen suunniteltuun aikatauluun jo tässä vai-
heessa. Ensimmäinen siirtyminen sivukylän koululta keskustan koululle välitunnin 
aikana antoi tutkijalle osviittaa tulevista kiireistä” (Korkatti 2005).
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3.-4.TUNTI 
ti
19.04.05 
12.15–14.00 
AIHE
Orientointi projektiin: luokat 5 A ja 6 B
Tutkimustyöstä kertominen ja työskentely- 
menetelmistä ja aikataulusta sopiminen.
Oppilaille jaetaan avaruuskappalepiirroksia ja 
tasogeometrian kuvioita sisältävät kartongit, 
joista kappaleet leikataan ja kootaan.
Kappaleiden ja niiden ominaisuuksien nimeämi-
nen ja tarkastelu.
Geometriset kuviot leikataan ja nimetään. 
Tarkastellaan kuvioiden ominaisuuksia.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
koottavia kappaleita kartongit 1-3
geometrisia tasokuvioita – kar-
tongit
isot huovasta valmistetut geomet-
riset peruskuviot
geometrian tehtäviä – moniste-
sarja
sakset , liimaa, sinitarraa
Kuvaus tunneista:
”Näissä arvioinneissa yhdistän sekä 5 A että 6 B koeryhmän, ellei erittelyyn ole aihetta. 
Kävimme palautekeskustelut projektituntien välissä tai lopussa ja kokemuksemme 
olivat pääpiirteissään samansuuntaisia. Oppilaiden laatoitusta koskevasta tehtävämo-
nisteista (vrt. esitutkimus) tutkija päätti luopua, koska niiden tavoitteellinen täyttä-
minen ei osoittautunut relevantiksi. Sen sijaan oppilaille jaettiin projektityöskentelyä 
tukeva geometrian tehtävämoniste, jota oli tarkoitus täyttää omaan tahtiin. 6B luokan 
oma opettaja toimi samalla koulun apulaisrehtorina, joten oli luontevaa vapauttaa 
hänet pääasiassa muihin tehtäviin projektitunneilla. Oman opettajan vieraillessa 6 B-
luokassa oppilaat olivat silminnähden ylpeitä osaamisestaan. Projektin aloitus osoitti 
oppilaiden olevan motivoituneita ja avaruuskappaleiden työstäminen innoitti heitä 
kovasti. Viidesluokkalaisten keskuudessa saattoi ilmetä enemmän ongelmia, koska 
kappaleet eivät olleet tulleet heille vielä niin tutuiksi. Valmiit työt olivat erivärisiä ja 
-kokoisia . Avaruuskappaleiden osien nimeäminen vaati kertausta. Tahkot, särmät 
ja kärjet voivat tuottaa tunnistamisen ongelmia vielä yläkoululaisillekin. Luokan 
seinille kiinnitettiin omat erikokoiset ja eriväriset geometriset monikulmiot. Huo-
pakuvioista keskusteltiin yhdessä ja niitä kokeiltiin lattian päällystämiseen. Näin 
muodostui ensimmäinen ajatus tasopinnan peittämisestä. Ryhmien muodostaminen 
sujui luontevasti. Tässäkin asiassa kuudesluokkalaiset osoittivat kypsempää suhtau-
tumista yhdessä tekemiseen. Kaikille löytyi kuitenkin ”oma” paikka, eikä yhteistyössä 
vaikuttanut olevan kielteisiä ilmentymiä” (Korkatti 2005).
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5.-6.TUNTI 
ke
20.04.05 
13.15–15.00 
AIHE
Työn käynnistäminen.
Jokaiselle työparille jaetaan säännöllisten moni-
kulmioiden mallipaketti.
Kerrataan tasogeometrian ja monikulmioiden 
peruskäsitteet ja ominaisuudet.
Kolmion ja nelikulmion kulmien summa.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
säännöllisten monikulmioiden 
muoviset mallit
tasogeometriset mallit
kynä, kumi
kolmioviivain
kartonkia 
geometriantehtäviä-monistesarja
Kuvaus tunneista:
”Oppilaat työskentelevät pareittain. Kertaus tapahtuu yhteistoiminnallisesti. Kolmion 
ja nelikulmion kulmien summaa varten oppilaat piirtävät kuviot ja repivät kulmat 
irti. Näin voidaan todistaa kolmion kulmien summaksi oikokulma (180º) ja nelikul-
mion kulmien summaksi täysikulma (360º).Konkreettinen käsillä tekeminen näyttää 
vahvistavan ymmärrystä. Oppilaat pohdiskelevat yhdessä esitettyjä kysymyksiä. 
Käsitteellinen ymmärtäminen vaikuttaa vielä puutteelliselta, mutta tekemisen taso 
on motivoitunutta” (Korkatti 2005).
7.-8.TUNTI 
to
21.04.05 
13.15–15.00 
AIHE
Orientointi aiheeseen
Tutkitaan luokassa erilaisia pintakuvioita ja 
piirretään niitä ruutupohjalle. Keskustellaan 
pinnan peittämisestä. 
Ratkaistaan tesseloivia muotoja koskeva piirtä-
mistehtävä monisteesta.
Tarkastellaan piirtoheittimellä tessellaatioita. 
Määritellään laatoitus.
Tehtävä 1. Onnistuuko tason peittäminen 
aukottomasti yhtenevillä tasasivuisen kolmion 
muotoisilla laatoilla?
Oppilaslähtöisesti tutkitaan piirtoheittimellä 
muodostuvia kulmia, joissa kuvioiden kärjet 
kohtaavat.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
tehtävämoniste 
kynä
kumi
värikyniä
piirtoheitin
kalvot 1-5 tessellaatiosta
kartonkia, sakset, liimaa
tasasivuisia kolmioita kalvoina 
geometrian tehtäviä - monistesarja
nastoja
Kuvaus tunneista:
”Oppilaat valmistavat omat laattansa kopioiden ahkerasti kuvion kerran toisensa 
jälkeen . Parityöskentelyssä on havaittavissa joustavaa työnjakoa. Jokaisella näyttää 
olevan tehtävää. Keskustelua käydään luontevasti aiheen parissa. Opettaja kyselee 
jokaisen työparin edistymistä ja odottaa kommentteja. Pinta peittyy useimmilla työ-
pareilla siististi kauniita värejä käyttäen. Videointi osoittaa kaksoisroolin vaikeuden. 
Opettajan ja tutkijan päällekkäinen rooli heikentää jommankumman toteuttamista. 
Ongelmia esiintyy varsinkin silloin, kun videoinnin aikana oppilaat tarvitsevat oh-
jausta. Oppilaat ovat halukkaita esittämään pinnan peittymisen piirtoheittimellä ja 
perustelemaan ratkaisunsa. Nopeimmat kehystävät työnsä ja ripustavat ne luokan 
ilmoitustaululle” (Korkatti 2005).
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9.-10.
TUNTI 
pe
22.04.05 
12.15-14.00 
AIHE
Tehtävä 2. Onnistuuko tason peittäminen 
aukottomasti yhtenevillä neliön muotoisilla 
laatoilla?
Tehtävä 3. Onnistuuko tason peittäminen 
aukottomasti yhtenevillä säännöllisen viisi-
kulmion muotoisilla laatoilla?
TARVIKKEET JA VÄLINEET
sakset, liimaa, kartonkia 
geometrian tehtäviä- monistesarja
nastoja
Kuvaus tunneista:
”Neliölaatalla pinnan peittäminen sujuu jokaiselta työparilta helposti. Opetuskes-
kustelussa ilmenee, että muoto on tullut arkitodellisuudessakin lähes kaikille tutuksi. 
Oppilaat käyttävät mielikuvitusta värien ja laattojen asettelun avulla. Ratkaisun 
perusteluun piirtoheittimellä on enemmän halukkaita kuin esitysaikaa. Näissä esitys-
tilanteissa oppilaat nauttivat kuvatuksi tulemisesta. Nopeimmat laatoittajista ehtivät 
aloittaa työskentelyn säännöllisen viisikulmion muotoisilla laatoilla. Osa oppilaista 
työstää vielä tasasivuisia kolmiolaattoja. Etenemistahti on hyvin yksilöllinen, eikä 
opettaja halua kiirehtiä. Pinnan peittäminen säännöllisillä viisikulmioilla osoittautuu 
haasteeksi. Oppilaat yrittävät useaan kertaan asetella laattoja ja haluavat keskittyä 
työhön rauhassa. Videointikin häiritsee useimpia. Oskari haluaa peittää aukot jol-
lakin muulla laatalla. Ratkaisu ja perustelu piirtoheittimellä vaatii opettajan tukea. 
Opettaja toimii ystävällisesti ja kannustavasti ja antaa rohkaisevaa palautetta. Tämä 
puolestaan tukee oppilaiden myönteistä asennetta projektityöhön. Laatoitukseen jää 
aukkoja ja niille löytyy selitys. Koulukulttuurissa näyttää olevan eroja esimerkiksi 
luokkakäyttäytymisessä. Oppilaat unohtavat helposti purukumin suuhunsa. Huo-
mautuksen yhteydessä ei ole kuitenkaan ongelmia. Luokkahuone pidetään siistinä 
yhteisvastuullisesti. Kaksoistunnin jälkeen se onkin helpompaa. Oman opettajan 
vierailu luokassa saa aikaan säpinää. Oppilaat esittelevät töitään ja samalla hoidetaan 
luokan yhteisiä asioita. Tutkija sai mahdollisuuden seurata intensiivisesti viides-
luokkalaisten projektityöskentelyä. Oppilaat vaikuttivat rauhallisilta ja keskittyivät 
laatoituksen problematiikkaan” (Korkatti 2005).
11-12.TUNTI 
ma
25.04.05 
12.15–14.00 
AIHE
Tehtävä 4. Onnistuuko tason peittäminen 
aukottomasti säännöllisen kuusikulmion 
muotoisilla laatoilla?
Tehtävä 5. Onnistuuko tason peittäminen 
aukottomasti säännöllisen kahdeksankulmi-
on muotoisilla laatoilla?
TARVIKKEET JA VÄLINEET
sakset
liimaa
kartonkia
geometrian tehtäviä - monistesarja
nastoja
Kuvaus tunneista:
”Säännöllinen kuusikulmio on laattana tuttu ja se saattoi jo aiheuttaa pientä innos-
tuksen laantumista. Oppilaat työskentelevät edelleen täysin eri tahdissa. Nyt tutkija 
kehottaa hitaimpia siirtymään pienempään A4-tasopintaan, jos he aiemmin käyttivät 
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esimerkiksi A3-arkkia. Tämä muutos jouduttaa huomattavasti siirtymistä tehtävästä 
toiseen. Säännöllisellä kuusikulmiolla laatoittaminen tuottaa siistejä töitä, rohkeita 
värivalintoja ja onnistuneita kehystyksiä. Valmiiden töiden voisi kuvitella olevan kuva-
taiteellisia luomuksia. Oppilailla on omaperäisiä työtapoja esimerkiksi liimaamisessa: 
toiset käyttävät sormia, toiset vanupuikkoja. Jokainen on oman työnsä mestari. Tässä 
vaiheessa vierailu toisessa tutkimusryhmässä osoitti heidän olevan edellä aikataulusta. 
Tunnelma oli edelleen innostava ja kivaa tuntui olevan sekä oppilaiden että opetta-
jan mielestä. Kuudesluokkalaiset perustelivat työpareittain, miksi laatoitus onnistuu 
säännöllisellä kuusikulmiolla. Lopuksi innokkaimmat saivat vielä mahdollisuuden 
käydä esittämässä ratkaisu piirtoheittimellä. Säännöllinen kahdeksankulmio aiheutti 
puolestaan päänvaivaa. Etsittäessä perustelua aukkojen syntymiselle, tarvittiin kuvion 
ominaisuuksien kertausta. Mikolla ilmeni kielellisiä vaikeuksia omassa perustelussaan. 
Rohkeaa yritystä ei häneltä kuitenkaan puuttunut” (Korkatti 2005).
13.-14.TUNTI 
ti
26.04.05 
12.15–14.00 
AIHE
Kerrataan kolmioihin liittyviä käsitteitä 
ja ominaisuuksia oppilaslähtöisesti ja 
toiminnallisesti.
Tehtävä 6. Onnistuuko tason peittämi-
nen mielivaltaisella kolmiolla?
Kolmion muoto valitaan yksilöllisesti.
Yhtenevät kulmat merkitään samoilla 
väreillä.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
oppilaiden aikaisemmin valmistamat kar-
tonkiset kolmiot
taulumagneetit
sakset
limaa
geometrian tehtäviä - monistesarja
Kuvaus tunneista:
”Kertausvaihe oli onnistunut. Kukin oppilas kiinnitti yhden tai useamman valmista-
mansa kartonkikolmion magneetilla taululle. Taulu täyttyi erivärisistä ja eri muotoi-
sista kolmioista. Oppilas kerrallaan kävi noutamassa oman kuvionsa ja kertoi koko 
luokalle siihen liittyvää määrittelyä. Tarvittaessa keskusteltiin yhdessä tarkentaen 
käsitteitä. Tämä kinesteettinen oppimisvaihe näytti piristävän oppilaita. Kenelläkään 
ei ollut tarvetta kieltäytyä esiintymisestä, vaikka joidenkin tietämys oli vielä epä-
varmaa. Mielivaltaisilla kolmioilla laatoittaminen puolestaan antoi mahdollisuuden 
yksilöllisen luovuuden toteuttamiseen. Ilmapiiri sisälsi kasvavaa innostuneisuutta. 
Oppilaat ilmeisesti kokevat visuaalisen hahmottamisen omien ajatusten ilmenty-
minä. Valmiissa töissä oli havaittavissa tasapainoiseen esitykseen pyrkivä ilmaisu, 
mikä näkyi säännöllisyytenä värien ja muotojen asettelussa. Ratkaisun perustelua 
helpotti yhtenevien kulmien hahmottaminen kulmien kohtaamispisteissä. Peitto oli 
aukoton” (Korkatti 2005).
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15.-16.
TUNTI 
ke
27.04.05 
13.15–15.00 
AIHE
Kerrataan nelikulmioihin liittyviä käsitteitä 
ja ominaisuuksia oppilaslähtöisesti ja toi-
minnallisesti.
Tehtävä 7. Onnistuuko tason peittäminen 
mielivaltaisella nelikulmiolla?
Nelikulmion muoto valitaan yksilöllisesti.
Yhtenevät kulmat merkitään samoilla 
väreillä.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
oppilaiden aikaisemmin valmista-
mat kartonkiset nelikulmiot
taulumagneetit
sakset, liimaa
geometrian tehtäviä - monistesarja
Kuvaus tunneista:
”Tämän kaksoistunnin sisältö vastasi tiistain tunteja. Edelleen rakennettiin siltaa 
visuaalisesta hahmottamisesta geometriseen käsitteenmuodostukseen ja päättelyyn. 
Työskentely mielivaltaisilla nelikulmioilla oli yhtä innostunutta ja luovuuteen pyrkivää 
kuin mielivaltaisilla kolmioilla. Hienoista väsymystä oli havaittavissa niillä oppilailla, 
joiden työt jonoutuivat. Motivaatiota näyttäisi lisäävän ryhmän työskentelytahdissa 
pysyminen” (Korkatti 2005). 
17.-18.
TUNTI 
to
28.04.05 
13.15–15.00 
AIHE
Siirtomuuntelumenetelmä laatoituksessa. 
Opettaja esittelee siirtomuuntelun piirto-
heittimellä neliölaatasta lähtien.
Tehtävä 8. Suunnittele oma logo ja tee sillä 
laatoitus.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
erivärisiä kartonkeja
sakset, liimaa 
sinitarraa
geometrian tehtäviä - monistesarja
Kuvaus tunneista:
”Siirtomuuntelu toistettiin useampaan kertaan. Hämmennystä aiheutti uuden ja 
”isomman” laatan muodostuminen. Yhteinen keskustelu sai kaikki vakuuttuneeksi 
molempien laattojen yhtä suuresta pinta-alasta. Tämä kaksoistunti oli projektin 
mielenkiintoisin. Oppilaissa ”syttyi” luomisen lumo ja he työskentelivät erittäin 
keskittyneesti. Oman laatan suunnittelutyö vaatikin hiljaisuutta ja rauhaa loogiseen 
päättelyyn. Luokassa vallitsee taianomainen tunnelma. Opettaja kierteli ohjaamassa 
ja varmisti oppilaalta siirtojen oikean suunnan, ennen lopullista ”laatoittamista”. 
Oppilaita kehotettiin omaperäiseen värivalintaan sekä tasopinnan peittämisessä että 
työn kehystämisessä” (Korkatti 2005).
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19.-20.
TUNTI 
pe
29.04.05 
12.15–14.00 
AIHE
Tehtävä 8. jatkuu…
Suunnittele oma logo ja tee sillä laatoitus.
Taidenäyttelyn valmistaminen.
Töiden arviointi
Projektityöskentelyn arviointi.
TARVIKKEET JA VÄLINEET
erivärisiä kartonkeja
sakset
liimaa 
sinitarraa
geometrian tehtäviä - monistesarja
oppilaan itsearviointilomake
(LIITE 3)
Kuvaus tunneista:
”Projektityöskentelyn viimeisellä kaksoistunnilla pyrittiin siihen, että jokaisen oma 
”taideteos” tulisi valmiiksi. Ilmassa oli vappuriehan synnyttämää jännitystä naamiais-
varusteineen, mikä vain lisäsi iloista työskentelyä yhdessä. Opettaja ohjaa ja kannustaa 
jokaista yksilöllisesti. Kehystetyt työt asetettiin nyt luokan ulkopuolelle - käytävällä 
olevalle suurelle ilmoitustaululle tekijän nimellä varustettuna. Taidenäyttely herätti 
paljon kiinnostusta koulun väen keskuudessa ja ihmetystä laatan tuottamistavasta. 
Oppilaat arvioivat keskenään töiden tasoa. Huomiota kiinnitettiin huolellisuuteen, 
tarkkuuteen ja värivalintoihin. Äänestys johti ”parhaimman” työn valintaan ja tekijä 
sai pienen tunnustuksen. Lopuksi siirryttiin luokkaan ja kuvattiin omia kokemuksia 
projektityöskentelystä arviointilomakkeella” (Korkatti 2005). 
21.-22.
TUNTI 
ma
02.05.05 
11.00–12.00 
13.00–14.00 
AIHE
Geometrian testi: Hyttikallion koulun 
5A, 5B, 6A ja 6B
Geometrian testi: Haapaveden yläkoulu 
7B, 7D, 8C, 8F, 9D ja 9G
TARVIKKEET JA VÄLINEET
Testimoniste (LIITE 1)
kynä, kumi, viivain
Kuvaus tunneista:
”Hyttikallion koululla tutkija valvoi koetilanteessa 6 B luokkaa yhteensattumien 
vuoksi. Kolme muuta ryhmää olivat oman opettajan valvonnassa. Yläkoululla tut-
kija valvoi 8F luokkaa, koska oppilaat olivat jakautuneet valinnaisryhmiin. Testi 
toteutettiin samanaikaisesti kuvataiteen (7B), matematiikan (7D), äidinkielen (8C), 
fysiikka-kemian (8F), biologian (9D) ja historian/ yhteiskuntaopin (9G) tunneilla. 
Testipaperit (220 kpl) oli monistettu ja niputettu kaupungintalolla virkailijan avus-
tuksella. Oman sivukylällä olevan päätoimen ohessa hoidettu testipäivä tiukkoine 
aikatauluineen ja koululta toiselle siirtymisineen testipaperipinojen kanssa, sai 
tutkijan huokaisemaan helpotuksesta testin jälkeen. Urakka tältä erää suoritettu. 
Mieleen hiipui kuitenkin haikeus ajatellessa kaikkia niitä oppilaita ja opettajia, jotka 
olivat pyyteettömästi ja innolla olleet mukana projektityössä tai muuten tukeneet sen 
toteuttamista” (Korkatti 2005).
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LIITE 8 
Geometrian testien 2005 ja 2006 suorituspistemäärien keskiarvojen t-testi
Paired Samples Statistics
Mean N Std. Deviation Std. Error Mean
Pair 1
 GE2006 55,9116 147 14,52958 1,19838
 GE2005 54,0884 147 15,08239 1,24397
Paired Samples Correlations
N Correlation Sig.
Pair 1  GE2006 & GE2005 147 ,824 ,000
Paired Samples Test
Paired Differences
t df
Sig. 
(2-tai-
led)
Mean Std. 
Deviation
Std. 
Error  
Mean
95% Confidence Interval of 
the Difference
Lower Upper
Pair 
1
 GE2006
 GE2005
1,82313 8,80901 ,72655 ,38721 3,25905 2,509 146 ,013
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LIITE 9
Laatoitusprojektiin osallistuneen luokan 5A (2005) ja 6A (2006) geometrian testin 
keskiarvojen t-testi
Paired Samples Statistics
Mean N Std. Deviation Std. Error Mean
Pair 1
 GE2006 62,3125 16 9,30748 2,32687
 GE2005 60,6875 16 9,06068 2,26517
Paired Samples Correlations
N Correlation Sig.
Pair 1
 GE2006
 GE2005
16 ,774 ,000
Paired Samples Test
Paired Differences
t df
Sig.  
(2-tailed)
Mean Std. 
Deviation
Std. 
Error 
Mean
95% Confidence Interval 
of the Difference
Lower Upper
Pair 1
GE2006 
GE2005
1,62500 6,18466 1,54616 -1,67057 4,92057 1,051 15 ,310
